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AVERTLSSEMENT 

POUR LA DOUZIÈME ÉDITION. 

Jlja démonstration de la théorie des parallèles, 
telle qu'elle avait été présentée dans la 3* édition 
de cet ouvrage et dans les éditions suivantes 
jusqu'à la 8® inclusivement , n'étant pas à Tabrî 
de toute objection, on s^était déterminé dans 
la 9* édition à rétablir cette théorie à-peu-près 
sur la même base qu'EucUde. Des réflexions 
ultérieures faites sur le même objet, dont on 
donnera le développement dans la note II, ont 
fait découvrir deux nouvelles manières de dé- 
montrer le théorème sur les trois angles du k*i- 
angle, sans le setours d'aucun postiitatum. On 
a en conséquence inséré une de ces démon- 
strations dans le texte de cette édition, en 
choisissant celle qui s'éloigne le moins des idées 
ordinaires, et qui d'ailleurs he semble pas plus 
, difficile à comprendre que celle qui avait été 
donnée dans les éditions précédentes, depuis 
la 3® jusqu'à la 8*. 

Un autre changement qui se fera remarquer 
dans cette édition , est relatif à la solidité de la 
pyramide triangulaire. On a rétabli cette dé- 
monstration à-peu-près telle qu'elle avait été 
donnée dans lai®'® édition de ces éléments, mais 
en profitant d'une idée heureuse due à M. Querret, 
chef d'institution à Saint-Malo ; elle consiste à 
rendre égales les Hauteurs des prismes excédl ni 



et déficient jqae Ton construit dans les deux 
pyramides comparées. Par ce moyen la démon- 
stration de la solidité de la pyramide paraît ré- 
duite au dernier degré de simplicité dont elle 
est susceptible. 

Enfin , comme les tables trigonomélriques 
construites suivant la division décimale du qua- 
drant, ne sont pas aussi généralement répandues 
que celles qui se rapportent à l'ancienne divi- 
sion de la circonférence , on a cru qu'il ne serait 
pas inutile de joindre aux exemples de calcul 
' donnés dans la trigonométrie , les résultats que 
fournirait l'usage des anciennes tables. 



Le lecteur qui voudra se borner , au moins 
dans une première lecture , aux simples élé- 
ments ^ peut passer sans inconvénient les notes, 
ajj|)endices , et généralement tout ce qui est 
imprimé en petits caractères , comme étant 
moins utile ou exigeant une étude plus appro- 
fondie. Il reviendra ensuite sur ces objets , s'il 
le juge à propos, en choisissant ceux qui lui 
conviendront le mieux , d'après l'avis d'un 
professeur éclairé. 

N. B, Les nohibres mis en'inargc indiquent les propo- 
sitions auxquelles on devra recourir pour l'intelligence des 
démonstrations. Un seul nombre , comme 4 9 indique la 
proposition iv du livre courant : deux nombres , 20. 3 , 
ijidiquent la xx^ proposition du livre m. Dans la Trigo- 
nométrie on a distingué les articles et les renvois par des 
chiffres romains. 
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LIVUE PREMIER- 



LES PRINCIPES. 
DifzirzTzoïrs. 

I. jLàjl GëonuMne eM mw mencè qui ft povr objet 
la mesure de retendue. 

L'étendue a trois dlmensionfl , longueur, larigevr 
et hauteur. 

IL La ligne pst une longueur sant largsor. 

Les extrémités d'une ligM s'appdlnt/Kiàier/lepoint 
n'a donc pas d*éteo<kie. 

IIL La ligne droite est le plus court dienia d'un 
point à un autre. 

IV. Toute ligne qui n'eic ni droite ni oonposéf de 
lignes droites est une ligne courbe. 

Ainsi, AB est une ligne droite, ACDB une ligne if« u 
brisée ou composée de lignes droites, et AEB est une 
ligne courbe. 

Y. Surface est ce qui a longueur et largeur, m w 
hauteur ou épaisseur. . 

YL liC pUm est une surface , dans laquelle pre- 

Douz* éd. ' X 



nant deux pdifits à volonté, et joignant ces deux 
points par une ligne droite , cette ligne est tout en* 
tière dans la surface. « 

VIL Toute surface qui neà ni plane ni composée 
i3e surfaces planés est une sur/ace courbe. 

Yin. Solide ou corps est ce qui réunit les trois di- 
mensions de rétendue. 
Hg. ji. IX. Lorsque deux lignes droites AB, AC, se i-en- 
contrent, la quantité plus ou moins grande dont elles 
sont ecavtëes Tune deTautre, quant à l*ur position, 
. s'appelle angle; le point de rencontre ou àHntersec* 
tion A est le sommet de Tangle; les lignes AB, AG, 
en sont les cotés. 

Langle se d^sig«9 cpfli|i«ef(iâs par la lettre du 
sommet A seulement, d'autres fois par trois lettres 
BAC ou G AB , ayant soin de metti'e la lettre du sommet 
au milieu. 

Les angles sont, comme toutes les quantités^ $us- 
»eptihto(i daddUioiii^ de soiMtmQttoii, d« muUîpUcA- 
^, 90. tion, et de division : ainsi langle DCË est lafomiiie 
ib0 dfifux aoglesDGB, BCE, et l'aRgle DGB ett k dif- 
férence des deux angles DCE, BGE. 

Hg^ 3 X. Loviqua la ligne dvoite AB rentontre une autre 

^éroke'CD, de tdle sorte que les angles adjacents BAG, 

BAD soient égaux entre eux, chacun de cea angles 

•'appaU* un angle drok; et la ligne AB est àMper^ 

^ pendiaUaire sur CD. 

£g^ ^^ XL Tout angle BAC plus petit qu un angle droit 
est im angle aigu ; tout angle plus grand DBF est un 
«* . '' angle obius. 

^ . Xn. Deux lignes sont dites parallèles, lorsque , 
étant situées dans le même plan , elles ne peuvent se 
îeticotitrer à quelque distance qu'on les prolonge Tune 
•I 1 autre. Telles sont les lignes AB, CD. 



ItlT^B I. 3 

Xni« Figure jdam est un plan terminé do toutoi 
p^rts par des lignes. 

Si les lignes sont droites , l'espace qu elles renfer- 
ment s appelle ^^it/-^ rectUigne oxx polygone ^ et les t^*^ 
lignes elles-mêmes prises ensemble forment le contour 
on périmètre du polygone. 

XIV. Le polygone de trois côtes est le plus simple 
de tous, il s'appelle triangle; celui de quatre côtés 
s^appelle quadrUatere; celui de cinq ^pentagone; celui 
de six, hexagone y etc. 

XY. On appelle triangle équUatéral ne\vi qui a ses %• 7* 
trois côtés égaux ; triangle isoscele, celui dont dVux fig. 8. 
côtés seulement sont égaux; triangle scalene, celui fi|. 9. 
qui a ses trois côtés inégaux. 

XVL Le triangle rectangle est celui qui a un angle 
droit. Le côté opposé à Tangle droit s'appelle hypoté' 
mise : ainsi ABC est. un triangle rectangle en A, le côté fig. 10» 
BC est son hypoténuse. 

Xyn. Parmi les quadrilatères on distmgue : 

Le quarréy qui a ses eôtés égaux et ses angles droits. Sg. 1 1. 
( Voyez la prop. xx , liv. i. ) 

Le rectangle y qui a les angles droitt sans aroir les ag. ii. 
côtés ^aux. (Voyez la même prop. ) 

lue parallélogramme ou rhombe, qui a les côtés op« Sg. tS, 
posés parallèles. 

Le losange y dont les côtés sont égaux sans que les £«• >4* 
ftDglefl soient droits» 

Enfin le trapèze, dont deux côtés seulement sont 4- 15. 
parallèles, 

XVIQ. On appelle diagonale la ligne qui joint les 
sommets de deux angles non adjacents : telle est AC % ^ 

XIX. Polygone équilatéral est celui dont tous les 
c6tés sont égaux; ^polygone éguiangle ^ celui dont tous 
les angles sont égaux. 

XX« Deux polygones sont équilatéraux entre eaas 
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lorsqu'ils ont les côtés égaux chacun à chacun , et 
placés dans le même ordre, c'est-à-dire, lorsquen 
suivant leurs contours dans un même sens, le premier 
côté de lun est égal au preriiier de l'autre, le second 
de l'un au second de l'autre, le troisième au troisième, 
et ainsi de suite. On entend de même ce que signifient 
deux polygones équiangles entre eux. 

Dans l'un ou l'autre cas, les côtés égaux ou les 
angles égaux s'appellent côtés ou angles homologues. 

N, B» Dans les quatre premiers livres il ne sera question qne de 
figytres planes ou tracées sur une surface plane. 

Explication des termes et des signes. 

Axiouie est une proposition évidente par elle- 
même. 

Théorème est' une vérité' qui devient évidente au 
moyen d'un raisonnement appelé démonstration. 

Problème est une question proposée^ qui exige une 
solution, 

Leîttme est une vérité employée subsidiairement 
pour la démonstration d un théorème ou la solution 
li'un problême. 

Le nom commun de proposition s'attribue indifTé- '. 
remment aux théorèmes, problèmes, et lemmes. 

Corollaire est la conséquence qui découle d'une ou 
de plusieurs propositions. 

Sclwlie est une remarque sur une ou plusieurs pro* 
positions précédentes, tendant à faire apercevoir leur 
liaison, leur utilité, leur restriction, ou leur exten* 
sion. 

Hypothèse est une supposition faite soit dans 
l'énoncé d'une proposition, soit dans le courant 
d'uuQ démonstration. 



LIVRE I. 5 

Le signe = est le signe de Fégalité; ainsi l'expres- 
sion A=B signifie que A égale B. 

Pour exprimer que A est plus petit que B, on écrit 
A<B. 

Pour exprimer que A est plus grand que B, on écrit 
A>B, 

Le signe + se prononce plus ; il indique l'addition. 
, Le signe — se prononce moins; il indique la sous- 
traction : ainsi A + B représente la somme des quan* 
titésAetB; A — B représente leur différence ou ce 
qui reste en ôtant B de A ^ de même A — B + C, ou 
A-f-C — B, signifie que A et G doivent être ajoutés 
ensemble, et que B doit être retranché du tout. 

IjC signe X indique la multiplication; ainsi A X B 
représeiite le produit de A multiplié par B. Au lieu du 
signe X on emploie quelquefois un point; ainsi A. B 
est la même chose que A X B. On indique aussi le 
même produit sans aucun signe intermédiaire par AB; 
mais il ne faut employer cette expression que lors- 
qu'on n a pas en même temps à employer celle de la 
ligne AB distance des points A et B. 

L^expressionA X (B-f-C — D) représente Iç produit 
de A par la quantité B + G — D, S'il fallait multiplier 
A + B par A — B + G , on indiquerait le produit ainsi 
(A + B) X (A — B + G); tout ce qui est renfermé 
entre parenthèses est considéré comme une seule 
quantité. * 

Un nombre mis au devant d-une ligne ou d'une 
quantité , sert de multiplicateur à cette ligne ou à cette 
quantité; ainsi, pour exprimer que la ligne AB est 
prise trois fois , on écrit 3 A B ; pour désigner la moitié 
de l'angle A , on écrit 7 A. 

Le quarré de la ligne ÀB se désigne par A^î ^T^ 
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cube par AB. On expliquera en son lieu ce que sî- 
gniâent précisément le quarré et le cvibc d une ligne. 
Le signe \/ indique une racine à extraire; ainsi 

1/ a est ia racine quarrée de a ; i/ A x B est la racine 
du produit A X B ^ ou la moyenne proportionnelle 
entre A et B. 

▲ XIOXBS. 

t. Deux quantités égales à une troisième sont égales 
entre elles. 

a. Le tout est plus grand que sa partie. 

3. Le tout est égal à la somme des parties dftM 
lesquelles il a été divisé. 

4. D'un point à un autre on ne peut meneir qu'ont 
seule figne droite. 

5. Deux grandeurs, ligne, surface ou solide ^ sôlil 
égales, lorsqu étant placées Tune sur l'autre elles eoï»- 
cidént dans toute leur étendue. 

PROPOSITION BREMIÈRE. 

TBBOaiME. 

fi«- 16- Les angles droits sont tous égaux entre eux. 

Soit la ligne droite CD perpendiculaire à AB, et 
GH à EF; je dis que lès angles ACD, EGH seront 
égaux entre eux. 

Prenez les quatre distances égales G A, CB, GE, 
G F, la distance AB sera égale à la distance EF, et 
on pourra placer la ligne EF sur AB,de manière 
que le point E tombe en A, et le point F en B. Ces 
deux lignes ainsi posées coïncideront entièrement 
l'une avec lautre; car, sans cela, il y aurait deux 



l^fis droites de A en B , ce qui est impôslible * , *^^ |. 
Â^ne le poin^ 6 , miliett de £ F , tombera itir It pbîm 
Cy lai^a de AB. L^ c^ G£ étant ftinsi appli^pili 
sur G Ay je du que lifrcàié GH tombeta rar CD; «ir 
sa^iosoas ^ sH est possible , qu'il tombe sur nae lîga* 
GK dilEéreote de GDi; puisque, pat bjpoâisse*, *èiL». 
lungle EGHsrHGF,il firadrait quoii eût ACK=± 
KGB. Mm langld AGK est plus gimnd que AGD^ 
ÏBBf^ KGB ek plus petit cpte BGDç daiHeun , pstr 
hypothèse, ACD = BCD; donc ACK est pks gmoë 
que KGB ; donc la ligne GH ne peut tomber sur une 
ligne GK différente de CD ; doao elle tf mbe sur GD^ 
et l'angle EGH sur AGD; donc tous les angles droits 
sont égaux entre eux. 

PROPOSITION IL 



•f. 17. 



Toute ligne droite Cl>, gui en rencontre une 
autre AB ^/ait avec celle-ci deux angles adja- 
aaOf ACD, BGD^ doM iu somme eM égmiâ à 
deux angiêÉ dtoits. 

Au pointe, élevetsur AB la perpendiculaire GE. 
L'angle ACD est la spmnie des angles ACE , ECD*; * ' 
donc ACD -f- BCD sera la somme des trois ACE", 
ECD , BCD. Le premier de ceux-ci est dfolt ; les deux 
autres font ensemble Tangle droit BCE; tlonc la 
somme des deux angles AQD, BCD est égale à deux 
angles droits. 

Corollaire I. Si 1 un des angles ACD , BCD est droit , 
Tautre le sera pareillement. 

Corollaire IL Si la ligne DE est perpendiculaire ^^ ,g^ 
àAB, réeiproipiement AB sera perpendiculaire à DC 

Car , de ce que DE est perpendiculaire à AB , il 



s GiouiTRiy. 

$*éiisuit que langle ACD est égal à son adjacent 
DCfi^ et qu^ils sont tous deux droits. Mus de ce 
^H^pie Tangle ACD est un angle dioit y il s ensuit que 
90& adjacent AGE eist aussi un angle droit ; donc 
Tangle ACEcrAGD , donc AB est perpendiculaire àDE« 
%l»94*. C^mUaire IIL Tous les angles consëcutiis BAC, 
CAD, DAE, ËAF, focms d'un même côte de U 
droite BF^ pris ensemble, val^t deuxanj^ droits $ 
car leur somme est égale à celle des deux angles 
li4iai;eBtsBAC,CAF. 

PROPOSITION IIL 

THÉOaÂMB. 

Deux lignes droites qui ont deux points corn* 
muns coïncident Vune avec Vautre dans toute 
leur étendue y et ne forment qu'une seule et même 
'"'' hg^^ droite. 

j|. jp, Soient les denx points communs A et B; daboid 
les deux lignes n'en doivent faire qu'une entre A et 
B, car sans cela il j aurait deux lignes droites de A 

* as.4- 09 3, ce qui est impossible^. Supposons ensuite que 

ces lignes étant prolongées, elles commencent à se 

séparer an point G, lune devenant CD, Tautre CE. 

Menons au point C la ligne CF , qui fasse avec CA 

. l'angle droit ACF. Puisque la ligne ACD est droite, 

^*\^ l'angle FCD sera un angle droit*; puisque la ligne 
ACE est droite, l'angle FCE sera pareillement un 
angle droit. Mais la partie FCE ne peut p|is être égale 
au ^out FCD; donc les lignes droites qui ont deux 
points A et B communs, ne peuvent se séparer en 
aucun point de leur prolongement; donc elles ne 
forment qu'une seule et même ligne droite. 
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PROPOSITION IV. 

THBORÉMB. 

«Si* deux angles adjacents ACD| IX^, valent 
ensemble deux angks droits y les deux côtés ex" 
tirieurs AC, CB, seront en ligne droite. 

Car si GB n'est pas le prolongement de AC, soit 
CE ce prolongement ; alors la ligne AGE étant droite, 
la somme des angles AGD, DCE, sera égale à deii:! 
droits*. Mais, par hypothèse, la somme des angles "C**^ 
ACD, DGB, est anssi égale à deux droits; donc AGD 
+ DCB serait égale à ACD+ DCE; retranchant de 
part et d aatre langle AGD, il resterait la partie DGB 
ifflt au tout DCE, ce qui est inlpossible; donc CB ^ 
est Iq prolongement de AG. 

PROPOSITION V. 

THBORBJEB* 

Toutes les fois que deux lignes droites AB, *••"* 
D£^ sç coupent^ les angles opposés au sommet 
sont égaux. 

Car puisque la ligne DE est droite , la somme des 
.anj^es AGD , AGE , est égale à deux droits; et puis- 
que la ligne AB est droite ^ la somme des angles ACE» 
BGE, est égale aussi a deux droits; donc la somme 
AGD + ACE est égale a la somme ACE + BGE. Re- 
tranchant de part et d'autre le même angle ACE, il 
restera langle AGD égal à son opposé BGE. 

On démontrerait de même que Tangle AGE est égal 
à son opposé BCD. 

SchoÛe^ Les quatre angles formés autour d'un point 
par àeux droites qui se euup^nf, valont eniemble 



quatre angles droiu^ car les angles AGE, BCE, pris 
ensemble , valent deux angles droits , et les deux autres 
AGD, BGD, ont la même Taleur. 
«g. M. En général, si tant de droites qu'on voudra GA, 
GB, eie., §e rencontrent en un point G, la somme 
^ de tous les angles eonsécuttfs AGB, &GD, IKX^ 
EGF, FGA, Sera rfgale à quatre angles droî»: car 
ù on fonaait au point G quatre anglas dioîts au 
moyen de deux lignes perpendiculaires eaOre elles , le 
Blottie espaiCe serait rempli, soit par les quaupemogleft 
droi|»,s(ûtpar]es«nglessucoessifi5 ACB,BGD,elc. < 

PROPOSITIOW VI. 

THBORÂME. 

Deux triangles sont égaux, lorsqu*lls ont un 
angle égal compris entre deux côtés égaux 
chacun à chacun. 
Cg. a3. Soit Fangle A ^al à l'angle D, le côté AB égal à 
DE, le côté AG égal à OF; je dis que les triangles 
ABG, I>EÇ, seront égaux. 

En efifet, ces triangles peuvent être posés f un sur 
Tautre de manière qu'ils coïncident parfaitement. Et 
d'abord si on place le côté DE sur sonëgal AB , le 
point D tombtta en A et le point E en B : mais puis- 
que l'angle D est égal à Tangle A, dès que le tàté 
DE sera pkcé sur AB, le c6té DF prendra la diree- 
tion AG. De plus DF est égal à AG; donc le point F 
tombera en G, et le troisième c6té EF couvrira exaè- 
tement le troisième 'edté BG; donc le triangle DEF 
•ax. s. «et égal an triangle ABG*. 

Corollaire. De ce que trois choses sotlt égales dans. 
éttùL triangles, savt>ir, l'Mgk A:= D, le côté AB =: 
DE^erle côté AGrrrDF, on peut conclure que les 
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trois âulres le sont^ savoir, Fangle B =: E| Tfuiglç - .- 
C=:F, et le côté BC==EF. 

PROPOSITION VIL 

Déia^ Mangles 4oni égaux ^ lonqu'iis çnt un 
tâté é^ai adjacent à dew^ angles 4§fmm ishofiitn 
ù chacun. 

Soit le eâté BG égal «u côté £F, Fangle »<g»l à H A 
l'angte £, ei laagle G égal à l'aogle F^ je 4is que le 
triangle DEF seia é|^l au triangle ABC» 

Car, pour opérer la attpeqNMition, «oit fdacé SF ^ 
sur satk égal BG^ le point S tombera en B^ et le poiilt 
F en G. Puisque Tangle £ est é^ à Ttugle B^ le eâté 
BD prendra la «Urectioa BA; einsi le point, D «e 
trouTera sur quelque point de la ligne BA* De même, 
puisque Tangle F est égal à Tangle G , la ligne F]) 
prendra la direction GA, et le point D se trouTera 
sur quelque point du côté GA; doue le point P qui 
doit se trouver à la fois sur les deux lignes BA, GA, 
tombera sur leur intersection A; donc les deux trian- . 
gles ABG| DEF, coïncident l'un avec Tautre, et sont 
piaurfaitement égaux. 

Coroliaire. De ce que trois choses sont égales dans 
deul triangles, savoir, BG = EF, B=±E, C2:±F,on 
peut conclure que les trois autres le sont, savoir, 
ABrrDE, AC=:DF, A=D. 

PROPOSITION VIIL 

THBOaiMB. 

Dam tout triangle un côté quelconque est plus 
petit que la somme des deu^ autres* 
Gar la ligne droûe fiC, par examptei eit le pies H- «^ 
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^UL 3. court chemin de B en C^ i donc BG est plus petit que 
BA + AC. 

PROPOSITION IX. 

THliORâME; 

^^^^ Si d*un point O pris au -dedans du triangle 
ABC^ on mène €aix extrémités d'un câté BC les 
droites OB, OC, la somme de ces droites sera 
moiitiire que celle des deux autres côtés AB , AC. 
Soit prolongé BO jusqu'à la' rencontre du côté AC 
eii D ; la ligne droite OC est plus courte que 0I> + 

V« <• ^** *î^^^^^ ^^ P^^^ ^ d'autre BO , on aura BO + 

* OC<BO-hOD+DC,ouBO+OC<BD+DC. 

On a pareillènimt BD < BA+ AD ; ajoutant de 

part et d^aâtre DG , on aura BD+DC < BA + AC 

Mais on Tient de trourer BO + OC < BD +DG ; donc 

à plus forte raison j BO+OG < BA + AC. 

PROPOSITION X. 

TBBOAEME. 

âSï les deux côtés AB, AC, du triangle ABC 

H" •^^ sont égaux aux deux côtés DE , DF, du triangle 

DEF , chacun à chacun ; sien même temps l'angle 

\ BAC , compris par les premiers , est plus grand 

\ que V angle EDF, compris par les seconds; je 

j dis que le troisième côté BC du premier triangle 

sera plus grand que le troisième EF du second: 

I Faites langle CA(i=D, prenez AG = DJE, et 

joignez GG , le triangle GAG sera égal au triangle 

DEF y puisqu'ils ont par construction un angle égal 

' *pr. 6. compris entre cAtés égaux* ; on aura donc CG-rrEF. 

Maintenant il peut j avoir trois cas , selon que le point 



LIVAB I. *l3 

G tombe bon du triangle ABC, ou <ur la «6lé BC; 
ou an-dedans du méine triangle. 

Premier cas. La ligne droite GG est plus court» §g.iS^ 
que 61 + IG , la ligne droite ÂB est plus courte ipw 
AI + IB ; donc GG+AB est plus petit que GI+AI+ 
IC+IB^ ou, ce qui est la mémecbose, 6C+ AB< AG 
+BG. Retranchant d'un côté AB et de Tautre son égale 
A6, il restera 6C < BG : or GG = EF; donc on aura 
EF< BC. 

Second cas. Si le point G tombe sur le cAtë BG, il fl|. il^ 
est érident que GG ou son ^le EF sera plus petit 
que BC. 

Troisième cas. Enfin si le point G tombe an-dedans §^. t?* 
du triangle ABG, on aura , suivant le théorème pré* 
cèdent, AG+GG<AB+BG. Retranchant d'une part 
AG, et de lautre son égale AB, il restera GG < BG, ou 
EF<Ba 

Scholie. Réciproquement, si les deux o6tés AB^ AG, 
du triangle ABG sont égaux aux deux côtés DE, DF, 
du triangle DEF; si, de plus, le troisième côté GB du 
premier triangle est plus grand que le troisième EF 
du second , je dis que l'angle BAC du premier triangle 
sera plus grand que langle EDF du second. 

Car si on nie cette proposition , il faudra que Tangle 
BAC soit égal à EDF, ou quMl soit plus petit que EDF : 
dans le premier cas , le côté GB serait égal à EÎP** ; dans •ft. C. 
le second , CB serait plus petit que EF ; or l'un et l'autre 
est contraire à )a supposition ; donc Tangle BAG est 
plus grand que EDF. 

PROPOSITION XL 

THioaiMB. 

Deux triangles soniégaujCj lorsqu'ils ont les 
trois côtés égaux chacun à chacun. 
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i^. u. Soiil» etta ABsDE, AC:;s;OF| BC;;^EF, je Oii 
quon aura Tangle Â;;=::D, B=S5£, C::^V* 

Car A l'angle A éiait plua graiid qu« langle D, 
momnke la càtës ÂB^ AC, sont égaux ausi oôtés D£, 
DF^ okaoun à chaonn , il a eusiûvrait, par lo tMoréioe 
psëcééeliti que le côté BC e^t plus grand que £F^ 
ce ai l'aQf^e A était plus petit que Taugl^D, il seu- 
auhrrait que le côté BG est plus petit que £F ; or , BC 
est égal à EF; donc langle A ne peut être |ii plus 

. ' grand ni plus petit qu^ langle D ; donc il lui est égal. 

On prouvera de même quo T^mgle B^^E, et que 

rangleC=F. 

, . Scholk. Ou peut remarquer qu^ les angles égaux 

ftpnt opposés à cUs côtés égaux : ainsi les angles égaux 

4 A^et D sont op|^o«és aux côtés égaux BC « £F. 

PROPOSITION XII. 

THJSORSME. 

Dans un triangle isoscele^ les angles opposés 
aux côtés égaux sont égaux. 
% 18. Soit le côté AB ;= AC, je dis qu'on aiu*a l'angle 
C=B. 

Tirez la ligne AD du sommet A au point D, milieu 
. „ , de la iase BG^ les deux triangles ABD, ADG, auront 
les trois côtés égaux chacun à chacun ; savoir AD 
commwi} ABszîAC par hypothèse, et BD=DC par 
construction ; donc , en vertu du théorème précédent ^ 
Tangle B est égal à l'angle C. 

Corollaire. Un triangle équiktéral est en même 
temps équiangle, c'est-à-dire, qu'il a êes angles égaux. 

Sckolie. L'égalité des triangles ABD, ACD, prouve 
en tnAme ten^s que l'angk BAD=s!DAC, et que 
l'angle BDAssADC; donc oai deuJt dernier» Aoat 



clroiu» donfi la Ugne mefUa d^ s<mmât fw^trkm§k 
isoscele au milieu de sa ba$e « est perpendiculwê à 
cette iase^ et divUe VangU du sommet en deu^f orties 
égales. 

Dans UB triangle non isoscele on prend indifférem- 
meQt pour base un côté queloooque, ei alor^^on 
sommet est celui de langle opposé. Dans le triangle 
isoâceie on prend particulièrement pour base le côté 
qui n est point égal à Tun des d^ux autres, 

PROPOSITION xni. 

THlIOftâMB. 

Réciproquement^ si deu» angles sont égmtm 
dans un, triangle ries côtés opposés serotdégmusf^ 
et k tri0sngle sera isoseek. 

Soit langle ÂBC=ACB, je dis que le côté AG sera 
égal au côte AB, 

Car si ces côtés ne sont pas égaux, soit AB le plus 
grand des deux. Prenez BD=:AG, et joignez DC« 
L'angle DBG est, par hypothèse, éfpi k ACB{ les 
deux côtés DB, BC sont égaux aux deux AG, GB; 
donc le triangle DBG * serait égal au triangle ACB. «pr.e. 
Hais la partie ne peut pas être égale au tout; donc il 
n'y a point dlnégalité entre les o^téa AB , AG ; donc 
le triâigle ABC est isoseole* 

PROPOSITION XIV, 

9Si0AâxSf 

De deux côtés d^un triangle^ celui-là est k 
plus grand qui est opposé à un plus g^and 
ungk f et réciproquement^ de detix angles d'un 
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triangle , celui-là est le plus grand qui est op* 
posé à un plus grand côté. 
ig» So. i^ Soit Fangle G > B , je dis que le côte AB oppose 
à l'angle G est plus grand que le côté AG opposé à 
langle B, 

Soit fait l'angle BGD==B; dans le triangle BDC 
fi«. i3. on aura * BD=;DG. Àlais la ligne droite AG est plus 
courte que AD+ DG, et AD -f- DG = AD + DB = 
AB; donc AB est plus grand que AG. 

^ Soit le côté AB > AG , je dis que l'angle G opposé 
au côté AB sera plus grand que langle B opposé au 
côtéAG. 

Gar si on avait G<B^ il s'ensuivrait, par ce qui 

Tient d'être démontré, AB< AG, ce qui est contre la 

•ff«tS. supposition. Si on avilit G=B, il s'enâulvrait ^ ABss 

AG, ce qui est encore contre la supposition ; donc il 

faut que l'angle G soit plus grand qUe B. 

PROPOSITION XV. 

TBioil,EXS« 

ig« Si. D* un point k donné hors dune droite DE , on 
ne peut mener qu*une seule perpendiculaire à 
cette droite. 

Car supposons qu'on puisse eu mener deux AB'et 
AG; prolongeons l'une d'elles AB d'une quantité BF 
= AB, et joignons FG. 

Le triangle GBF est éfpl au triangle ABG : car 
l'angle QBF est droit ainsi que CBA, le côté GB est 
commun, et le côté BF= AB{ donc ces triangles 
•pr. 6. $ont égaux *, et il s'ensuit que Tangle BGF == BCA, 
L'angle BCA est droit par hypothèse; donc l'angle 
BGF Test aussi. Mais si les angles adjacents BG A, BCÏ*, 
valent ensemble deux angles droits , il faut que la ligne 
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AGF soit droite ^; doù il résulte qu'entre les deux *pr. 4. 
mêmes points A et F, 'on pourrait mener deux lignes 
droites ABF, AGF; ce qui est impossible *; donc il *as.4. 
est pareillement impossible que deux perpendiculaires ' 
soient menées d'un même point sur la même ligne 
droite. 

Scholie. Par un n^ême point G donné sur la^lign« n^^ ^^^ 
AB, il est également impossible de mener deux pep» 
pendiculaircs à cette ligne : car si GD et CE étaient ces 
deta perpendicidaires, Tangle DGB serait droit ainsi 
.que BGE, et la partie s^ait égale au tout 

PROPOSITION XVL 

THBOaâMB. 



fig. Si. 



5"! d'un point A situé hors d'une droite DE on 
mené la perpendiculaire AB sur cette droite y et 
différentes obliques AE , AC, ÀD , etc. , à diffé- 
rents points de cette même droite : 

i<* La perpendiculaire AB sera plus courte 
que toute oblique. 

a<> Les deux obliques AC, AE, menées de 
part et d'autre de la perpendiculaire à des dis- 
tqncés égales BC, BE , seront égales. 

3® De deux obliques AC et AD , o£^ AE ^/ AD , 
menées comme on voudra , celle qui s'écarte le 
plus de la perpendiculaire sera la plus longue. 

Prolongez la perpendiculaire AB d une qiumtité 
BF=AB, et joignez FC, FD. 

i^ Le triangle BGF est égal au triangle BGA , car 
fangie droit GBF=GBA, le coté GB est commun , et 
le côté BF=: BA ; donc* le troisième côté CF est égal ♦ p. 6. 

Dou^. éd. A 



\ ■ ■ «tt troiiietnè AG« Or, ABF li^fne droite eât plitA cob^t* 
que ACF ligne imée; donc AB moitié de ABF est 
pluit <;ourte que AG moitié de ACF ; donc i<^, la pet^ 
pendiculaire est pins courte que toute oblique. 

a^ Si on suppose B£==:BG) comme on « en outre AB 

commun et l'angle ABE=: ABC , il s'ensuit que lé iri- 

*J?»'- ?' «igle AÇE est égal au triangle ABC* ; donc les côtés 

AËy AGsoht égaux; donc a^, deux obliques qui s^écdi^ 

tait également de la perpendiculaire sont égales, 

'. 3^ Dans le triangle DFA la somme des lignes AG^ 

* F-9* GF y est plus petite^ que la somme des côtés AD, DF; 

donc AG, moitié de la ligne ACF, est plus cot^rte 

que AD moitié de ADF; donc 3^, les obliques qui 

s^écartent le plus de la perpendiculaire sont les plus 

longues. 

Corollaire I. La perpendiculaire mesure la Traîè 
distance dun point à une ligne ^ puisqu'elle eiit {dus 
courte que toute oblique. 

IL D un n^éme point on ne peut mener à une môme 
ligne trois droites égales : car si cela était, il y aurait 
d'un même côté de la perpendiculaire deux obliques 
" égales , ce qui est impossible. 

PROPOSITION XVIL 

THEOftSlfE. 

^' 3ft. Si par le pointe^ milieu de la droite AB, on 
élevé la perpendiculaire EF sur cette - droite ; 
I* chaque point de la perpendiculaire sera éga^ 
lement distant des deux extrémités de la ligne 
AB; 1^ tout point situé hors de la perpendicu^ 
laire sera inégalement distant des mêmes èxtré'- 
miêés AeiB. 

Car» t^ ^uisqu^on suppose ACf=:CB, les àêa% obli« 



fuei ADf DB^ ft'ëcarteht également de la |ierpendi<^ 
cttlaire ; donc elles sont égales. Il en est de méiiie des 
deux obliques AE, EB, dés deux AF, FB, etc. ; donc 
i<>, tout point de la perpendiculaire est également dis* 
tant des extrémités A et B. 

2® Soit I un point hors de la perpendiculaire ; si 
on joint lA, IB, Tune de ces lignes ooupei*a la per- 
pendiculaire en U , d^oii tirant DB, on aura DB^zrDA. 
Mais là ligne droite IB est plus petite que la ligne 
brkée ID-f-DB, et ID+DB=ID-f-DA=IA; donc 
IB<IA; donc a^ tout point hors de la perpendicu» 
hire est inégalement distant des extrémités A et B. 

PROPOSITION XVIII. 

TH^ORÉMB, 

Deux triangles rectangles sont égaux lors- 
quUls ont l'hypoténuse égale et un côté égaL 

Soît Thypoténuse AC=:DF, et le côté AB=DE, je flg. 33. 
dis que le triangle rectanjgle ABC sera égal au triangle 
rectaiigte DEF. 

L'égalité serait manifeste si le troisième côté BC 
était égal au troisième £F : supposons , s*il est pos- 
sible , que ces côtés ne soient pas égaux , et que BG 
soit le plus grand. Prenez BG=EF, et joignez A6« 
Le triangle AB6 est égal au triangle DEF; car Tanglé 
droit B est égal à Tangle droit E , le côté AB=DE ^ et 
le côté B6=:EF; donc ces deux triangles sont égaux% *f* ^ 
et on a par conséquent AG=DF; mais^ par hypo- 
thèse, DF=:AC; donc AG=AG. Mais l'oblique AG 
ne ]>eut être ëgale i AG*5 puisquelle est plus éloignée «pr, s6. 
de la perpendiculaire AB; donc il est impossible que 

a* 
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BC diffère de ËF; donc le triangle ABC est (%al nu 
triangle DEF. 

PROPOSITION XIX. 

THEOREME. 

♦ 

Dans tout triangle y la somme des trois angles est 

égale h deux angles droits. 

fig. 35. Soit ABC le triangle proposé dans lequel nous 

supposerons (i) que AB est le plus grand côté et BC 

le plus petit , et qu^ainsi AGB est le plus grand angle, 

* p- 14. et BAC le plus petit»* 

Par le point A et par le point I milieu du côté op- 
posé BC , menez la droite.AI que %'ous prolongerez on 
C jusqu'à ce que AC'=:AB ; prolongez de même AB 
en B' jusqua ce que AB' soit double de AI.' 

Si on désigne par A, B, C, les trois angles du tri- 
angle ABC et semblablement par A',B',C' les trois angles 
du triangle AB'C, je dis qu'on aura langlè C'=B4-C, 
et 1 angle A=A'4-B', d'où résulte A+B+C=A'-hB\ 
+C\ c est-à-dire que la somme des trois angles est la 
mémp dans les deux triangles. 

Pour le prouver, faites AK=AI et joignez C'K , 
vous aurez le triangle C'AK égal au triangle BAI. Cîir 
dans ces deux triangles, 1 angle commun A. est com- 
pris entre côtés égaux chacun à chacun , savoir: AC 
=AB, et AK=::AI. Donc lé troisième côté C'K est égal . 
au troisième BI ; donc aussi l'angle AG'K=ABC , et 
Vangle AKC=:AIB. 

Je dis maintenant que le triangle B'C'K est ^al au 

triangle AGI, car la somme des deux angles adjacens 

♦ pr. 2. AKC'-f-C'KB' est égale à deux angles droifs* ainsi que 

(i) Cette supposition n'exclut pas le cas où le côté moyen AC 
serait è^l à Tun des extrêmes AB ou QC« 
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la scmlM des deux angles AIG+AIB; FetraDchant de 
part et d autre les angles égaux AKC , AIB, il restera 

^ Tangle G'KB'= AIG. Ces angles égaux dans les deux 
triangles sont compris entre côtés égaux chacun a 

. chacun, savoir C'Kî=IB=cCI, et KB'=AK=AI, 
puisqu'on a supposé AB = aAI= aAK. Donc les deux 
triangles B'G'K , AGI , sont égaux*; donc le côté G'fi' *pr.& 
=:AC, l'angle B'C'K=ACB, et l'angle KB'G'=GAI. 
' Il suit de là i^ que l'angle AC'B' désigné par G' est 
composé de deux angles égaux aux angles fi et G du 
triangle ABG, et qu'ainsi on a G'=B+jG ; sk^ que i^anglo 
A du triangle ABC est composé de- Tangle A' ou 
C'AB' qui appartient au triangle AB'G' et de l'angle 
GAI égal à l'angle B' du même triangle, ce qui donne 
A=A'-|-B'; donc A4-B4-Gz=:A' + B'4-G'. D'ail- 
leurs puisqu'on a par hypothèse AG < AB et par con* 
séquent G'B' < AG', on voit que dans le triangle AG'B' 
langU*. en A , désigné par A' , est moindre que B' , 
et comme la somme des deux est égale à l'angle A 
du triangle proposé, il s'ensuit qu'on a l'angle A' 

Si on applique la même construction au triangle 
AB'C', pour former un troisième triangle AG'^B" 
dont les angles seront désignés par A" , B'^, G' , on 
aura semblablemenr les deux égalités G*=c:G'+B', 
A'= A"-*- B" , d'où résulte A'4-B'H-G'=A''H-B'+G\ 
Ainsi la somme des trois angles est la même dans ces 
trots triangles: on aura en même tems l'angle A'' <i\\ 
et par conséquient A'^ <^A. 

Continuant indéfiniment la suite des triangles AG'B', 
ACB'^, etc. on parviendra à un triangle abc dans 
lequel la somme des trois angles sera toujours la même 
que dans le triangle proposé ABG et qui aura Tangle 
a plus petit que tel terme qu'on voudra de la pro- 
gression décroissante -^A, [A, 7A, etc. 

On. peut donc supposer cette suite de triangles 
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prolongée jusqu'à ce que l'angle a soît moindra cpi» 
tout angle donué. 

Et si au moyen du triangle abc on construit 
le triangle suivant a'b'c\ la somme des a^gtet 
a'+è' de celui-ci sera égale à l'angle a, et sera par 
conséquent moindre que tout angle donné ; d où Ton 
voit que la somme des trois angles du triangle ^'^«^ 
se réduit presque au seu{ angle c^ 

Tour avoir la mesure précise de cette somme , pro* 
longeons le côté a'c^ vers d'y et appelons ar' Tangle 
extérieur b'c'd'; cet angle jc\ joint à Vangle è' du 
triangle a'b[c'j fait une somme .égale à deuK angles 
*!'•«. droits^; ainsi en désignpntrangle droit pa|*D, ^ aura 
é?'= aD**-^a:'; donc la somme. des angles du tiiimglo 
aVi'sera 

22D + a' + *'— ;r'. 

Mais on peut concevoir que le triangle a'^'b* i^rit 
danjf ses angles et ses côtés , de manière à représenter 
les triangles successifs qui naissent ultérieurement d0 
la même construction et s'approchent de plus en 
plus delà limite où les angles a' ètd'seraient nuls. Dans 
cette limite la droite a^c'd' se confondant avec a'b', 
les trois points a\e\b\ finissent par être exactement 
en ligne droite; alors les angles b* et x* deviennent 
nuls en même tems que a\ et la quantité a O-l-a'H-*' 
— x\ qui mesure la somme des trois angles du triangle 
a'&b* , se réduit à 2 D , donc dans tout triangle la 
somme des trois angles est égale a deux angles dredâs^ 

Corollaire T.. Deux angles d Vn triangle étant donnés ^ 
ou seulement leur ^omme, on connaîtra le troisiçniQ 
en retranchant la somipe de ces angles de deux an|[le$ 
droits. 

IL Si deux angles d*un triangle sont"^égaux à deux 
angles d'un autre triangle^ chacun à ohaeun^ le troi« 
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^eme de Tunsera ^gal au tri»iflîeme de IWtrey %% 
len deux triangles seront équiauglea entre emu 

III. Dans un triatigle il ne peut y avoir qu'un seut 
angle droit ; car s'il y en ayait deux , le troisième 
devrait être nul; à plus forte raison un triangle ne' 
peut'-il avoî^ qu'un seul angle obtus. 

IV. Dans un triangle rectangle la somme des deu3( 
angles aigus est égale à un angle droit. 

V« Dans un triangle équilatëral chaque angle est 
le tiers de deux angles droits ou les deux tiers d'un 
angle droit. Donc si l'angle droit est exprimé par i, 
Tangle du triangle équilatéral le sera par |. 

VI. Dans toiit triangle ABC si on prolonge le càté 
AB ver$ Dj^ Fangle e^^térieur CED sera égal à la som- 
me des deux intérieurs opposés A et G ; car en ajoutant 
de part et d autre ABC, les deux sommes sont égales 
è deux angles droita. 

PROPOSITION XX. 

THl&OliâMB. 

La somme de toiis les angles intérieurs if un 
polygone est égale à autant de fois deux angles 
droits quil y a d* unités dans le nombre des 
côtés moins deu^. 

Soit ABCD etc. le polygone proposé; si du sommet 
d'un même angle A, on mené à tous les sommets de$ fi^, 4a. 
angles opposés les diagonales AC, AD, AE, etc., 
il e^t aisé de voir que le polygone sera partagé en 
cinq triangles, s'il a sept côtés; en six triangles, s'il 
avait huit côtés; et en général, en autant de triangles 
que le polygone a de cqtés moins deux ; car ces trian- 
gles peuvent être cojosidérés^con^me ayai^t pour ^ou^net . 
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commun lé point A, et pour bases les différents câtés des 
polygones*, excepté les deux qui forment Tangle A/ On 
Toit en même temps que la somme des angles de tous 
ces triangles ne diffère point de la somme des angles 
du polygone; donc cette dernière somme est égale 
- à autant de ibis deux angles droits qu'il y a de triangles^ 
c*est*à-dire , qu'il y a d'unités dans le nombre des côtés 
. du polygone moins deux. 

Corollaire 1. 1^ somme des angles d'un quadrUatere 
- est égale à deux angles droits multipliés par 4 — a , ce 
qui ,fait quatre angles droits. Donc si tous les angles 
d'un quadrilatère sont égaux , chacun d'eux sera un 
angle droit ; ce qui justifie la définition xyii oii l'on 
a supposé que les quatre angles d'un quadrilatère 
sont droits, dans le cas du rectangle et du quarré. 

II. La somme des angles d'un pentagone est égale 
à deux angles droits multipliés par 5^ — a, ce qui 
' fait 6 angles droits. Donc lorsqu'un pentagone est 
éqiUangle^ c'est-à^^^dire lorsqne ses angles sont égaux 
les uns aux autres , chacun d'eux est égal au cin- 
quième de six angles droits , ou aux | d un angle droit, 
m. La sommé des angles d un hexagone est de 
3X(6— ^2) ou 8 apgles droits; donc dans Thexagope 
équiangle, chaque angle est 7 ou ~ d angle droit. 

^^, 43. Scliolie. Si on voulait appliquer cette proposition 
à un polygone dans lequel il y aurait i,in ou plusieurs 
angles rentrants y il faudrait considérer chaque angle 
rentrant comme étant plus grand que deux angles 
droits. Mais, pour éviter tout embarras-, nous ne 
considérerons ici et dans la suite , que les polygones 
à angles saillants^ qu'on peut appeler autrement/?^^- 
' gones convexes. Tout polygone convexe est tel , qu'une 
ligne droite, menée comme on voudra, ne peut rencon- 
trer le contoiu* de ce polygone qu en deux points. 



PROPOSITION XXL 

Si deux lignes droites AB, CD, sont perpendi: H- ^ 
çulaires à une troisième FQ , ces deux lignes seroni 
paralieiesj c'est-à-dire qu'elles ne pourront se 
rencontrer à quelque distance qu'on les prolonge. 

Carsi elles se rencontraient en un point O, il y aurait 
deux perpendiculaires OF, OG, abaissées d'un même 
point O sur une même ligne F6, ce qui est impossible.* *pr. i5« 

PROPOSITION XXII. 

THBORBME. 

Si deux lignes droites AB^ CD y font a^ec une %.S6. 
troisième EFj deux angles intérieurs BEF, DFEf 
dont là somme soit égale à deux angles droits, 
lés lignes ABj CDj seront parallèles. 

Si les angles BEF , DFË^ étaient égaux , ils seraient 
droits Tun et lautre , et on tomberait dans le cas de 
la proposition précédente; supposons donc qu'ils sont 
inégaux et par le point F , sommet du plus grand, abais- 
sons FG perpendiculaire sur AB. 

Dans le triangle EF6, la somme des deux angles 
aigus FEG+EFG est égale à un angle droit *; cette •,„.. j^, 
somme étant retranchée de la somme BEF + DFE ^^' <• 
égale par hypothèse à deux angles droits , il rastera 
l'angle DF6 égala un angle droit. Do^p les deux li* 
gnes AB, CD, sont perpendiculaires à une même ligne 
FG , donc elles sont parallèles ^ «pr. «i. 
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PROPOSITION xxm. 

THBORBMB. 

fig. 37. Si deux lignes droites AB , CD , Jont avec une 

' tnisieme JSFj deux angles intérieurs d*un même 

côté , dont la somme soit plus petite ou plus 

gramiequedeux angles droits, les lignes AB^CD , 

prolongées suj^amment , devront se rencontrer. 

Soit x^ La «QHima BEF-hSFO plus p^tim qw deux 
angles 4r9itg, menez FG de mwiàrt que lattglf 
EFG=^ AEF , voua aurexU fomme »EF+EFG égAlo 
à la somme BEF+AEF et par conséquent égale à 
deux angles droits, et puisque Q{1F+£FD est plus 
petite que deux angles droits, la droite DF sera corn* 
prise dans langle EFG. 

Par le point F tirez une oblique FM qui rencontre 
Jlfi en M, Vangle AMF sera éffi à GFA|, pui^quen 
ajoutait de part et d'autre une même quantité EFAl 
+F£M^ les deux sommes sont ^ales chacune à deui^ 
angles droits. Prenez ensuite MN=iFM et joignez FN j 
langle AltfF, extérieur au triangle FMN , est <^al à 
♦pr.i^ la aoDimodes deux intérieurs opposés MFN , MM F* ; 
^^' oettx«ei sont égaux centre eux , puisqu'ils sont t)ppoaës 
à des côtés égaux MN , FM ; donc 1 angle AMF ou son 
égal MFC est double de MFN; donc la droite FN 
divise en deux parties égales langle GFMel rencontré la 
ligne A B en un point N situé à la distance MN=3cFM. 

Il suit de U même démonstration que si on prend 
ISPspFN^ on déterminera sur la ligne AB le point P 
où aboutit la droite FP qui fait l'angle GFP égal à la 
moitié de langle GFN> ou au quart de 1 angle GFll. 

Oh pmidpne prendre ainsi suoeesmconentlamoitié^ 
le quart, le huitième , etc.de lani^ GFM, ctlesi 
lignes qui opèrent ces divisions ^ rencontreront la ligne 



AB m dle4 pointi de p)u» en. plus éloîg9i$A > mais ImhM 
à déterminer, puisque MN=FM, NPs=FN, PQ=n 
PFy etc. On peut même 'observer que chaque distance 
4 un de ces points d*intersection au point fiise F , ii*^t 
pi^ tout à fait double de la distance du point d'intçmçpf 
tion précédent, car FN par exemple esi% moindre qnq 
PI+MN ou at^M; on a pareillement FP oFN, 
FQ<aFP, etc. 

Hais en continuant de sous-diviser Tangle GFlUf en 
raison double, on parviendra bientôt à un angle GFZ 
plus petit que langle donné GFD , et il sera encore 
nai que FZ prolongée rencontre AB en un point dé- 
terminé : donc à plus fbrte raison la droite FD corn- 
P^ dans langle EFZ , rencontrera AB. 

Supposons d^ que la somme des deux angles inté* 
neur9 AEF+GFE est plus grande que deux angles 
drelt»^ si I\in prolonge AE vers B et GP mers D, la 
somme des quatre angles AEF, BEF, GFE, EFD , sert 
égale à quatre angles droits; donc si de cette somme 
on revanche AEF+CFE plus grande que deux 
angles droits, il restera la somme BEF+ EFD plus 
petite que deux angles droits. Donc sui'^ani lé premier ' 
Gaslm lignea]^, FD, pit>longéessiiffi$MDment, doivent 
sa lenoontrer. 

Cerolhire^ Bar un point dimlië F on ne peut mener 
quuae seule parallèle à la ligne donnée AB/ oar ayant 
lire F£ à yolouté, il n j a qu'une ligne FG qui fasso 
U ÉWBine dae deux anglôs BEF+EFG, égale h deux 
aiigba droits; toute autre droite FD ferait Ui somme 
des deux anglee BEF+EFO plus petite ou plus grands 
quo deux droîta; . et rencoutrerait piqr couséqueni 
lafigM AB. 

PROPOSITION XXIV. 

Si deux lignes pamUekê iB, CD, wr^ ret^ ^^$fc 
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angles intérieurs AGO , GOG , sera égale à deux 
orales droits. 

Car si elle était plus grande ou plus petite, les deux 
droites AB, CD, ^e rencontreraient d'un côté ou de 
•F*>3i Tautre* et ne seraient pas parallèles. 

Corollaire I. Si langle GOC est droit, lanèle AGO. 
sera aussi un angle droit ; donc toute ligne perpen- 
diculaire à lune des parallèles est perpendiculaire à 
Fautre. 

. CoroUcdrc IL Puisque la somme AGO + GOC est 
égale à deux angles droits, et que la somme GOD + 
GOG est aussi ^;ale à deu£X angles droits ; si on re- 
. trandie de part et d'autre GOC, on aura Tangle AGO 
♦pr.5é =GOD. DaiUeur» AGO=:BGE, et GOD=COF*; 
donc les quatre angles aigus AGO , BGE , GOD , COF , 
sont égaux entre ei^; il en est de même de» quatre 
angles obtus. AGE, BGO, GOC, DOF. On peut ob* 
server de plus qu en ajoutant l'un des quatre angles 
aîgus a Fun deis quatre obtus, la somme sera to^'ours 
é|^e à deux angles drmts, 

&Aolie^ Les angles dont on vient de parlar , a>m« 
parés deux à deux, prennent différents noms. Nous 
avons déjà appelé les angles AGO , GOC , intérieurs 
iPun même côté; les angles BGO , GOD , ont le même' 
nomf les. angles AGrO , GOD, s'appellent alternes^ 
ÙÉtemeSj ou simplement alternes \ il en est de même 
des angles BGO , GOd. Enfin on appelle iniemes»* 
externes les angles EGB, GOD, ou EGA, GOC, et 
aJUm^^extemes les angles EGB, COF, ou AGE, DOF. 
t Gela posé on peut regarder les propositions suivantes, 
comme étant déjà démontrées. 

v^ Les angles intérieurs dW même côté, pris en* 
. . semble, valent deux angles droits. 

a* Les angles alternes-internes sont égaux, ainsi que 



laf angles intehiés^atenies, et les tngles akencu- 
eitemes. / 

Réciproquement ai dans ce second cas, deux angles 
de même nom sont ^ux , on peut oondnre que les 
lignes auxquelles ils se rapportent sont parallèles. 
Soit, par exemple , l'angle ÂGO =zz GOD ; puisque GOC 
-f- GOD est égal à deux droits , on aura aussi AGO 
H* 60G égal à deux droits, donc* les lignes AG, CO9 *fr.i»; 
9(ait parallèles. ' ' , 

PROPO'SITION XXV. 

THBOnâMS. 

Deua: lignes AB, CD^ parallèles à une troi* if^Sg*. 
sieme EF ^ sont parallèles entre elles. 

Mene£ la sécante PQR perpendiculaire à EF« 
Puisque AB est parallèle à £F , la sécante PR sera 
perpendiculaire à AB*; de même puisque CD est pa» ^tw.» 
rallde à £F, la sécante PR sera perpendiculaire à ^' *^' 
CD. Donc AB et CD sont perpendiculsûres i la même 
droite PQ; donc elles sont parallèles ^ ^tt.tu 

PROPOSITION XXVI, 

THioniMs. 

Deux* parallèles sont partout également dis^ 
tantes. 

Étant données les deux paralldes AB, CD^sipar Sg.4a. 
deux points pris à volonté, on élevé sur AB les deux 
perpendiculaires EG, FH, les droites £G, FH, seront 
en même temps perpendiculaires à CD * ; je dis de plus 9^^ ^ 
que ces droites seront égales entre elles. 

Car en tirant GF, les angles GFE, FGH, considérés 
par rapport aux parallèles AB , CD, seront égaux 
comme alternes- intenres*; de même puisque les " m^/ 
droites £G^ FH| sont perpendiculaires à une même f*h« 



AB I %t par éonsequeiit pMrftUtlM èntA éttti^ 
le$ angles E6F, GFH, considérés par jappori ai» 
paiaUcles 6£ ^ FH , aaront égaiix coomie tiMnIbs* 
ttilenies* Donc les deux triangles EF6 , FGH , otit UA 
côté bommun FG adjacent à deux angles égaux ^ 
chacu9 à chaciin ; donc ces deux triangles siNtf 
F«7< égaux ^ ; donc le côté £G qui mesure la distance des 
' paràlleto AB , CD ^ au point E ^ est égal au côté PH| 
qui mesure la distance de ces mêmes piuralleles au 
point F. 

PROPOSITION XXVII. 

i». it« 5/ deux angles BAC, D£F, ont lês côtés pa- 
rallèles j chacun à chacun ^ et dirigés dans k 
liiéme sensj ces deux angles seront égâux^ 
Prolonges^, sll est nécessaire, DE jusqu'à la^rto* 
* conti^e de AG en G; Tangle DËF est égal à DGG, 

*pr.a4. parce que £F ait parallèle à 6C*; Fangle D6G câÉl 
^1 à BAG , parce que DG est parallèle à AB ; doiio 
l'angle DEF est égal à BAG. 

Scholie. On met dans cette proposition la restriction 
que le côté EF soit dirigé dans le même sens que AG 
et ED dans le même seaè que AB; la raison en est que 
si on prolonge F£ vers H , Tangle DEH aurait %eB 
cêtés parallèles à ceux de Tangle BAG, mais ne 
lui serait pas égal* Dans ce cas , Tangle DE et 
l'angle BAG feraient ensemble deux angles droits» 

PROPOSITION XXVIII. 
TBioxiiis. 

Lés eàtés opposés d'un parallélogramme sont 
égaux, ainsi que les angles apposés. 

ii.44. Tnm la diagonale BD^ les deux trianglei ADB| 



DBC , ont le côte commun BD ; de plus^ à cause des 
pai-alleles AD, ÔG, Tfcngle ÀDB±irDBC*, et à cauie ♦Fa44 
des parallèles AB , CD , l'angle ABD=BDG; donc 
les deux triangles ADB, DBC, sont égaux*; donc le *v^-i4 
côté AB oppose à Tangle ADB e$i éfpd au côté DG 
opposé à langle égal DBC , et pareillement le troi* 
sleme côté AD est égal au troisième BC ; donc les 
c6tés opposés d*ùn parallélogramme sont /égaux. 

En second lieu , de Tégalité des mêmes triangles il 
s'epsuit que l'angle A est égal à langle C, et auiiâi qtie 
l'angle ADC» composé deà deux angles Alffi, BDC^ 
eit égal à langle ABC, compote des deux angles 
DBG^ ABD, donc \eà angks opposés d'«& paraUélo« 
gramme sont égianx. 

Corollaire. ])onc deux parallèles AB| CD, com« 
prises entre deux autres parallèles AD, BC, sont 
égales* 

PROPOSITION XXIX, 

tbborAmb. 

Si dans un quadrilatère ABCD les côtés op» ^. 44^ 
posés sont égaux y en sorte qu'on ait ABssCD , 
e^ ADsssBC, les côtés égaux seront parallèles , et 
la figure sera un parallélogramme. 

Car y en tirant la diagonale BD, les deux triatigles 
ABD , BDC , auront les trois côtés égaux chacun à 
chacun; donc ils seront égaux; donc langle AÛB o^ 
posé au <^té AB , est égal à Tangle DBC opposé an 
côté CD ; donc* le côté AD est parallèle à BC. Pût «pr. ti. 
une semblable raison, AB est parallèle à CD; donc le 
quadfiUftite ABCD est un paraUélagramme. 
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PROPOSITION XXX. 

thsoe£xs. 

H' u 5/ deux' côtés apposés AB , CD , d'un quadri^ 
latere sont égaux et parallèles^ les deux autres 
côtés seront pareillement égaux et parallèles , et 
la figure ÀBCD sera un parallélogramme. 

Soit tirëe la diagonale BD ; puisque AB est pa- 
rallèle à CD, les angles alternes ABD, BDC, sont 

*lir.i4. ëgauz^: d'ailleurs le côté ABrrrDC, le côté Dfi est 
commun , donc le triangle ABD est ^1 au triangle 

♦pr.C DBC*5 donc le côté AD=BC, langle ADB=DBC, 
et par conséquent AD est parallèle à BG; donc la 
figure ABCD est un parallélogramme. 

PROPOSITION XXXI. 

THBOEÂMS. 

fig.45. Les deux diagonales AC, DB, d'unparallé- 
logramme se coupent mutuellement en deux 
parties égales. 

Car, en comparant le triangle ADO au triangle 

COB, on trouve le côté AD=:CB, l'angle ADO= 

♦iir.a4. CBO* ; et Tangle DAO=:OCB; donc ces deux trian- 

•pr.ay. gles sont égaux*; donc AO, côté opposé à Sangle' 

ADO , est é^ à OC , côté opposé a langle OBC ; donc 

aussi DO = 0B. 

SehoUè. Dans le cas du losange , les côtés AB , BC , 
étant égaux, les triangles A0B,OBG, ont les trois 
côtés égaux chacun à cliacun , et sont par conséquent 
égaux; d où il suit que l'angle AOfir=:BOC, et qu'ainsi ■ 
les deux diagonales d:'un losange se coupent mutuelle* 
ment à angles firoixu 
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LE CERCLE ET LA MESURE DES ANGLES* 

D s F I N I T I O R C. 

L L A circonférence du cercle est une lîgne courbe, %. 4& 
dont tous les points sont également distants d'un point 
intérieur qu on appelle centre. 
Le cercle est Tespace terminé par cette ligne courbe. 

N, B, Quelquefois dans le discours on confond le cercle ayeo sa 
circonférence; mais il sera toujours facile de rétablir l'exactitude 
des expressions , en se souvenant que le cercle est une surface qui 
a longueur et largeur , tandis que la circonférence n'est qu'une 
ligne. 

^ IL Toute ligne droite GA, CE, CD, etc., menée 
du centre à la circonférence , s'appelle rayon ou dend^ 
diamètre ; toute ligne , comme AB , qui passe par le 
centre, et qui est terminée de part et d'autre à la cir- 
conférence, s'appelle diamètre. 

En vertu de_.la définition du cercle, tous les rayons 
sont égaux; tous les diamètres sont égaux aussi, et 
doubles du rayon. 

IIL On appelle arc une portion de circonférence 
telle q^e FHG. 

La corde ou sôus^tendante de Tare est la ligne droite 
FG qui joint ses deux extrémités. 

IV. Segment est la surface ou poition de cercle 
comprise entre Tare et la corde. 

N. B» A la même corde FG répondent toujours deux arcs FUG, 
PEG , et par conséquent aussi deux segments ; mais c'est toujours 
le plus petit dont on entend parler , à moins qu'on n'exprime 
le contraire. 

Douz. idn 3 
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V. Secteur est la partie du cercle comprise entre 
un arc DE et les deux rayons GD^ G£, menés aux 
extrémités de cet arc. 
fig. 47. VI. On appelle ligne inscrite darts le cercle y celle 
dont les extrémités sont à la circonférence, comme 
AB; 

Angle inscrit , un angle tel que BAC, dont le som- 
met est à la circonférence, et qui est formé par deux 
cordes ; 

Ti'iangle inscrit y un triangle tel que BAC, dont les 
trois angles ont leurs sommets à la circonférence ; 

Et en général\/?§^ar^ inscrite y celle dont tous les 

angles ont leurs sommets à la circonférence: en même 

temps on dit que le cercle est circonscrit à cette figure. 

fig. 48/ VIL On appelle sécante une ligne qui rencontre la 

circonférence en deux points : telle est AB. 

VIII. Tangente est une ligne qui n a qu'un point 
de commun avec la circonférence : telle est CD. 

Le point commun M s'appelle point de contact. 

IX. Pareillement deux circonférences sont tan^ 
gentes l'une à l'autre, lorsqu elles n'ont qu'un point 
de commun/ 

fig.160. X. Un polygone est circonscrit a un c^r^Ze, lorsque 
tous ses côtés sont des tangentes à la circonférence; 
dans le même cas on dit que le cercle est inscrit dans 
le polygone. 

PROPOSITION PREMIERE. 

THÉOaâMB. 

fig, 49. Tout diamètre AB divise le cercle et sa circon* 
férence en deux parties égales. 

Car si on aj^pliqûe la figure AEB sur AFB , en 
conservant la base commune AB, il faudra que la 
ligne courbe A£B tombe exactement sur la ligne 
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douîbe AFB, 0ani quoi il y aurait dans Tune ou dans 
lautre des points in^alemént éloignés du centre , ce 
qui est contre la définition du cercle. 

PROPOSITION IL 

THÊOaSlttE. 

Toute corde est plus petite que le diamètre. 

Car sî aux extrémités de la corde AD on mené les fig, 4^. 
rayons AC, CD, on aura la ligne droite AD <"AC 4- 
CD,ouAD< AB. 

Coroîlaire. Donc la plus grande ligne droite qu^on 
puisse inscrire dans un cercle est égale à son diamètre. 

PROPOSITION IIL 

TH^OAâMS. 

Une ligne droite ne peut rencontrer une cir- 
conférence en plus de deux points. 

Car si elle la rencontrait en trois , ces trois points 
seraient également distants du centre ; il y aurait donc 
trois droites égales menées d'un même point sur une 
même ligne droite, ce qui est impossible *• J;pm«> 

PROPOSITION IV. 

THBoaâus» 

Darts un même cercle ou dans des cercles 
égaux f les arcs égaux sont sous-tendus par des 
cordes égales^ et réciproquement les cordes 
égales souS'tendent des arcs égaux. 

Le rayon AG étant égal au rayon EO , et lare A^D fig« So# 
égal à l'arc ENG , je dis que la corde AD sera égale à 
la corde £G. 

3. 
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Car le diamètre AB étant égal au diamètre EF , le 
demi-cercle AMDB pourra s appliquer exactement sur 
le demi-cerde ENGF , et la ligue courbe AMDB coïn- 
cidera entièrement avec la ligne courbe ENGF. Mais 
on suppose la portion AMD égale à la portion ENG ; 
donc le point D tombera sur le point G ; donc la corde 
AD est égale à la corde EG. 

Réciproquement , en supposant toujours le rayon 
AC=EO, si la corde AD=dEG, je dis que Tare AMD 
sera égal à l'arc ENG. 

Car en tirant les rayons CD, OG, les deux trian- 
gles AGD , EOG , auront les trois côtés égaux chacun 
à chacun, savoir, AC=EO, CD=OG, et AD= 
*xi,x. EG ; donc ces triangles sont égaux*; donc Pangle 
AGD = EOG. Mais en posant le demi«cercle ADB sur 
son égal EGF, puisque l'angle AGD = EOG, il est 
clair que le rayon CD tombera sur le rayon OG , et 
. le point D sur le point G ; donc lare AMD est égal à 
Tare ENG. 

PROPOSITION V. 

THBOaÂMS. 

Dans le même cercle ou dans des cercles égaux ^ 
un plus grand arc est sous - tendu par une plus 
grande corde , et réciproquement^ si toutefois les 
arcs dont il s^agit sont moindres qu'une demi- 
circonférence. 

fig. 5o. Car soit ïzvc AH plus grand que AD , et soient 
menées les cordes AD , AH , et les rayons CD, CH : 
les deux côtés AC, CH, du triangle ACH sont égaux 
aux deux côtés AC, CD, du triangle ACD : langle 

*io,i. ACH est plus grand que ACD; donc * le troisième 
côté AH est plus grand que le troisième AD ; donc 
la corde qui sous-tend le plus grand arc est la plus 
grande. 
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Réciproquement, si la corde AH est supposée plus 
grande que AD, on conclura des mêmes triangles 
qae langle AGH est plus grand que ACD, et qu'ainsi 
l'arc AH est plus grand que AD. 

Seholie. Nous supposons que les arcs dont il s'agit 
sont plus petits que la demi - circonférence. S*ils 
étaient plus grands, la propriété contraire aurait lieu; 
l'arc augmentant, la corde diminuerait, et récipro- 
quement : ainsi l'arc AKBD étant plus grand que 
ARBH , la corde AD du premier est plus petite que 
la corde AH du second. 

PROPOSITION VI. 

THBORBMB. 

Le rayon CG, perpendiculaire à une corde %^'- 
AB, divise cette corde et l\arc sous-tendu AGB, 
chacun en deux parties égales. 

Menez les rayons CA, CB; ces rayons sont, par* 
rapport à la perpendiculaire CD , deux obliques égales ; 
donc ils s'écartent également de la perpendiculaire*; *'^ï» 
donc AD=DB. 

En second lieu, puisque AD=DB, CG est une per- 
pendiculaire élevée sur le milieu de AB; donc * tout *i7i i- 
point de cette perpendiculaire doit être également 
distant dés deux extrémités A et B. Le point G est un 
de ces points ; donc la distance AG=BG. Maïs si la 
eorde AG est égale à la corde GB, l'arc AG sera égal 
à Tare GB*; donc le rayon CG, perpendiculaire à la *i«. 4- 
corde AB, divise l'arc sous-tendu par cette corde en 
deux parties égales au point G. 

Scholie. Le centre C^ le milieu D de la corde AB , 
et le milieu G de l'arc sous -tendu par cette corde ^ 
sont trois points situés sur une même ligne perpen- 
diculaire à la corde. Or il suffit de deux points pour 
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âitermijier la position dune liguç droite; donc toute 
ligne droite qui passe par deux des points mention* 
nés, passera nécessairement par le troisième , et sera 
perpendiculaire à la corde. 

Il s'ensuit aussi que lu perpendiculaire ilevée sur 
le milieu (Tune corde passe par le centre £ii piw le 
milieu de Varc sous^tendu par cette corde. 

Car cette perpendiculaii^e n'est autre que orile qui 
serait abaissée du centre sur la même corde , fwis- 
qu'elles passent toutes deux par le milieu de la corde* 

PROPOSITION VIL 

THBORâsiE. 

fig.Sj. ^^^ ^^^^ points donnés j A, B, C, non en 
ligne droite y on peut toujours faire passer une 
circonférence i mais on n'en peut faire passer 
qu'une. 

Joignez AB , BC , et divisez ces deux droites en deux 
parties égales par les perpendiculaires DE, FG} je dis 
d'abord que ces perpendiculaires se rencontreront en 
un point 0. 

Car les lignes D£, FG, se couperont nécessai- 
rement si elles ne sont pas parallèles. Or supposons 
qu'elles fussent parallèles; la ligne AB, perpendicu- 

* a4, 1. laire à DE, serait perpendiculaire à FG*, et Tangle 

K serait droit; mais BK, prolongement de BD, est 
différente de BF, puisque les trois points A, B, C, 
ne sont pas en ligne droite; donc il y aurait deux 
perpendiculaires BF, BK, abaissées d'un même point 
*i5», I. 5ur la même ligne, ce qui est impossible*; donc les 
perpendiculaires DE, FG, se couperont toujours en 
un point 0. 

Maintenant le point O, comme appartenant à la 
perpendiculaire D£^ est à égale distance des deux 

* 17, 1. points A et B * ; le même point O , comme appartenan t 
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à la perpendiculaire F6, est à égale distance des 
deux points B, C; donc les trois distances OA, OB, 
OC, sont égales; donc la circonférence décrite du 
centre O et du rayon OB passera par les trois points 
donnés A, B, C. 

Il est prouvé par-là qu on peut toujours faire passer 
une circonférence pat trois points donnés , non en * " 
ligne droite^ je dis de plus qu'on n'en peut faire pas« 
ser qu'une. 

Car s'il y avait une seconde circonférence qui pas- 
sât par les trois points donnés A , B , G , son centre 
ne pourrait être hors de la ligne DE*, puisqu'alors il **7t*J. 
serait inégalement éloigné de A et de B; il ne pour* 
rait être non plus hors de la ligne FG par une raison 
semblable ; donc il serait à-la*fois sur les deux lignes 
DE , FG. Or deux lignes droites ne peuvent se couper 
en plus d'un point ; donc il n'y a qu'une circonférence 
qui puisse passer par trois points donnés. 

Corollaire. Deux circonférences ne peuvent se 
rencontrer en plus de deux points $ car si elles 
avaient trois points communs, elles auraient le mémo 
cents« , et ne feraient qu^tne seule et mâme drcon* 
férence. . 

PROPOSITION yiji. 

THÉORÈME. 

Deux cordes égales sont également éloignées 
du centre; et de deux cordes inégales, la plus 
petite est la plus éloignée du centre. 

i^ Soit la corde AB=:DE : divisez ces cordes en Sg, 53. 
deux également par les perpendiculaires CF, CG, et 
. tirez les rayons CA, CD. 

Les triangles r^tangles CAF, DCG, ont les hy- 
poténuses CA, CD y égales; de plus le côté AF 
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moitié de AB, est égal au côte DG, moitié de DE; 

^i8, 1. donc ces triangles sont égaux*, et le troisième côté 
CF est égal au troisième CG; donc, i** les deux 
cordes égales AB, DE, sont également éloignées du 
centre. 

a** Soit la corde AH plus grande que DE, l'arc 

*i^'S. AKH sera plus grand que Tare DME*: sur l'arc 
AKH prenez la partie ANB=DME, tirez la corde 
AB, et abaissez CF, perpendiculaire sur cette corde, 
et CI,, perpendiculaire sur AH; il est clair que CF 

•'«»!• est plus grand que CO, et CO plus grand que CI*; 
donc à plus forte raison CF>CI. Mais CF=CG, 
puisque les cordes AB, DE, sont égales; donc on a 
CG> CI; donc de deux cordes inégales la plus petite 
est la plu3 éloignée du centre. 

PROPOSITION JX. 

TnÉORBMB. 

^g. 54. La perpendiculaire BD > menée à Vextrémité 
du rayon CA , est une tangente à la cirœnfé^ 
rence. 

Car toute oblique CE est plus longue que la per- 

♦16, 1. pendiculaire CA*; donc le point E est hors du cercle» 
donc la ligne BD n'a que le point A commun avec la 

♦déf.8, circonférence; donc BD est une tangeYite*. 

Scholie. On ne peut mener par un point donné A 
qu'une seule tangente AD à la circonférence ; car si 
on en pouvait mener une autre, celle-ci ne serait plus 
perpendiculaire au rayon CA ; donc , par rapport à 
cette nouvelle tangente , le rayon C A serait ime ob lique, 
et la perpendiculaire, abaissée du centre sur cette 
tangente, serait plus courte que CA; donc cette pré- 
tendue tangente entrerait dans le cercle, et serait une 
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PROPOSITION X. 
THxrb&âMB. 

Deux parallèles AB , DE , interceptent sur la fig. 55. 
cirœnférence des arcs égaux MW, PQ. 

Il peut arriver trois cas. 

x"* Si les deux parallèles sont sécantes, menez le 
rajon GH perpendiculaire à la corde MP, il sera en 
même temps perpendiculaire à sa parallèle NQ*; donc *a4, i. . 
le point H sera à-la-fois le milieu de lare MHP et 
celui de Tare NHQ*; on aura donc lare MH=HP, *•• 
et l'arc NH=HQ: de-là résulte MH— NH=HP 
— HQ, c'est-à-dire MN=PQ. 

a"" Si des deux parallèles AB, DE, lune est se- fig. 56. 
cante, Fautre tangente; au point de contact H menez 
le rayon GH ; ce rayon sera perpendiculaire à la tan- 
gente DE*, et aussi à sa parallèle MP. Mais puisque ^9* 
GH est perpendiculaire à la corde MP, le point H est 
]ù milieu de lare MHP; donc les arcs MH, HP, com- 
pris entre les parallèles AB, DE, sont égaux. 

3*" Enfin si les deux parallèles DE, IL, sont tan- 
gentes, Tune en H, l'autre en K, menez la sécante 
parallèle AB, vous aurez, par ce qui vient detre dé- 
montré, MH==HP et MK=KP; donc Tare entier 
UMK;=:HPK , et de plus on voit que chacun de ces 
arcs est une demi -circonférence. 

PROPOSITION XL 

THKOnâMB. 

Si deux circonférences se coupent en deux 
points y la ligne qui passe par leurs centres sera 
perpendiculaire à la corde qui joint les points 
d* intersection , et la divisera en ileux parties 
égales. 



4d GiOMBTRIE. 

ef ss! ' ^^ "* ^^S'*® ^> 9"^ i^^^* ^®^ points dlntersectîon, 
est une corde commune aux deux cercles. Or, si sur le 
milieu de cette corde on ëleve une perpendiculaire, 
♦ 6. elle doit passer par chacun des deux centres C et D*. 
Mais par deux points donnés on ne peut mener qu^une 
seule ligne droite; donc la ligne droite, qui passe par 
les centres, sera perpendiculaire sur le milieu de la 
cojde commune. 

PROPOSITION XII. 

THBORâMB. 

Si la distance des deux centres estj^lus courte 

que la somme des rayons ^ et si en même temps r 

le plus grand rayon est moindre que la somme 

du plus petit et de la distance des centra, les 

deux cercles se couperont. 

fig- ^7 Car pour qu'il y ait lîèu à intersection , il faut que 

le triangle CAD soit possible : il faut donc, non seu^ 

%^7» lement que CD soît <AC+AD, maïs aussi que le 

%• 58- plus grand rayon AD soit < AC+CD. Or, toutes les 

fois que le triangle CAD pourra être construit, il est 

clair que les circonférences décrites des centres C et 

D, se couperont en A et B. 

PROPOSITION xiii: 
tusorbisc. 

Si la distance CD des centres de deux cercles 
est égale à la somme de leurs rayons C A , AD , 
ces deux cercles se toucheront extérieurement. 

Il est clair qu'ils auront le point A commun ; mais 
ils n'auront que ce point; car, pour quHIs eussent deugc 
points communs, il faudrait que la distance des centres 
fût plus petite que la somme des rayons. 
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PROPOSITION XIV. 



THEOREME. 



Si la distance CD des centres de deux cercles 
est égale à la différence de leurs rayons C A , AD, 
ces deux cercles se toucheront intérieurement. 

"©'abord il est clair <|iiiis ont le point A commun: 
ils n'en peuvent avoir d autre ; car pour cela il fau- 
drait que le plus grand rayon AD fût plus petit que la 
somme faite du rayon AC et de la distance des centres 
CD*, ce qui n'a pas lieu. *"• 

Corollaire. Donc, si deux cercles se touchent, soit 
intérieurement, soit extérieurement, les centres et le 
point de contact sont sur la mâme ligne droite. 

Scholie, Tous les cercles qui ont leiurs centres sur ^(jo? 
la droite CD, et qui passau par le point A, soiU tan- 
gents les uns aux auti'es) ils n'ont eulx^isuic que lo 
seul point A de commun. Et si par le ppii^t A on me^e 
A£ perpendiculaire à CD, la droite AE s^a une tan- 
gente commune à tous ce9 cer4:;les. 

PROPOSITION XV. 

THEOUÊllK. 

Dans le même cercle ou dans des cercles égaux ^ «g. fij J 
les angles égaux ACB , DCE, dont le sommet est 
au centre , interceptent sur la circonférence des 
arcs égaux AB, DE. 

Réciproquement j si les arcs AB, DE, sont 
égaux, les angles ACRj DCE, seront aussi égaux. 

Car, i^ si l'angle ACB est égal à langle DCE, ces 
deux angles pmirront se placer l'un sur Tautre; et 
comme leurs cè^ sont égaux , il est clair que, le 
poii^t A tombera jeu D, et le point.B ea £• Mais alors 
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Tare ÂB doit aussi tomber sur Tare DE ; car si les 
deux arcs n'étaient pas confondus en un seul , il y 
aurait dans Tun ou dans l'autre des points inégale* 
ment éloignés du centre, ce qui est impossible; donc 
l'arc AB=DE. 

a® Si on suppose AB=DE, je dis que langle 
ÂGB sera égal à DCE; car si ces angles nç sont pas 
égaux, soit AGB le plus grand, et soit pris ACI= 
IKIE; on aiu:a, par ce qui vient d'être démontré, AI 
= DE : mais, par hypothèse, l'arc AB=DE; donc 
on aurait AI=AB, ou la partie égale au tout , ce qui 
est impossible ; donc Tangle ACB:==:DGE. 

PROPOSITION XVI. 

THEOEBMX. 

6g. 6a. Dans le même cercle ou dans des cercles égaux, 
si deux angles au centre ACB, DCE, sont entre 
eux comme deux nombres entiers ^ les arcs inter^ 
ceptés AB , DE , seront entre eux comme les 
mêmes nombres ^ et on aura cette proportion: 
Angle ACB : angle DCE : : arc AB : arc DE. 

Supposons, par exemple, que les- angles ACB, 
DCE, soient entre eux comme 7 est à 4; ou, ce qui 
revient au même, supposons que langle M, qui ser- 
vira de commune mesure, soit contenu sept fois dans 
l'angle ACB, et quatre dans l'angle DCE. Les angles 
partiels AC/n, mC/i, /iC/;, etc. DCi:, ^C/, etc., 
étant égaux entre eux , les arcs partiels Am, mn, 
♦ i5. npy etc., Hxy xfy etc., seront aussi égaux enti*e eux*; 
donc l'arc entier AB sera à lare entier DE comme 
7 est à 4- Of il est évident que le màne raisonne- 
ment aurait toujours lieu, quand à la place de 7 et 4 
on aurait d'autres nombres quelconques ; donc, si le 
i'ap^)ort des angles ACB, DCE, (leut être exprimé 
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en nombres entiers, les arcs AB , DE , seront entre 
eux comme les angles ACB , DGE. 

Scholie. Réciproquement, si les arcs AB, DE, 
étaient enti*e eux comme deux nombres entiers , les 
angles ACB , DGE , seraient entre eux comme les 
mêmes nombres, et on aurait toujours ACB: DGE 
::AB:D£; car les arcs partiels A/», mn^ etc., D^, 
Xf^ etc., étant égaux, les angles partiels ACi», 
mG/», etc., DGâ?, xGjr^ etc., sont aussi égaux. 

PROPOSITION XVII. 

THBOaBMB. 

Quel que soit le rapport des deux angles kQh^ lg.s«. 
ACD, ces deux angles seront toujours entre, eux 
comme les arcs AB, AD, interceptés entre leurs 
côtés et décrits de leurs sommets comfne centres 
avec des rayons égaux. 

Supposons le plus petit angle placé dans le plus grand: 
si la proposition énoncée n*a pas lieu, l'angle AGB sera 
à l'angle AGD comme l'arc AB est à un arc plus grand 
ou plus petit que AD. Supposons cet arc plus grand, 
et représentons-le par AO , nous aurons ainsi : 

Angle ACB: angle ACD :: arc AB: arc AO. 

Imaginons maintenant que l'arc AB soit divisé en 
parties égales dont cbacune soit plus petite que DO , 
il y aura au moins nn point de division entre D et O : 
soit I ce point, et joignons CI; les arcs AB, AI, seront 
entre eux comme deux nombres entiers, et on aura en 
vertu du tliéorème précédent : 

Angle ACB: angle AGI :: arc AB:arc AI. 

Rapprochant ces d^ux proportions l'une de l'autref, 
et observant que les antécédents sont les mêmes , on 
en conduis que les conséquents sont proportionndS| 
et qu'ainsi 
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Aogld ACD:angle AGI;: arc AO:arcÂL 

. Mais Tare AO est plus grand que lare AI : il iau« 
draît donc , pour que la proportion subsist&t ^ que 
Tangla ACD fût plus grand que l'angle Ad ^ or au 
contraire il est plus petit; donc il est impossible qi^ 
l'angle AGB soit à langle ACD comme Tare AB etft à 
un arc plus grand que AD. 

On démontrerait par vit raisonnement entièrement 
semblable que le quatrième terme de la proportion 
ne peut être plus petit que AD ; donc il est exactement 
AD; donc on a la- proportion : 

Angle AGB : angle AGD : : arc AB : arc AD. 

Corollaire, Puisque langle au centre du cercle et 
lare intercepté entre ses côtés ont une telle liaison 
que quand lun augmente ou diminue dans un rap- 
port quelconque , Tautre augmente oh dimiiiue dans 
le même rapport , on est en droit d'établir l'unô de 
cea grandeurs pour la mesure de latttre : ainsi nous 
prendrons désormais Tare AB pour la mesure de 
langle AGB. Il faut seulement observer^ dans la corn* 
paraison des angles entre eux, que les arcs qui leur 
servent de mesure doivent être décrits avec des rayoQS 
égaux ; car c'est ce que supposent toutes les proposi- 
tions précédentes* 

Scholiô L II paraît plus naturel de mesurer une 
quantité par une quantité de la même espèce, et 
sur ce principe il conviendrait de rapporter tous 
les angles à l'angle droit : ainsi Tangle droit étant 
Tunité de mesure , un angle aigu serait exprimé par 
un nombre compris entre o et i ^ et un angle obtus 
par un nombre entre i et a. Mais cette manière 
d'exprin\er les angles ne serait pas la plus commode 
dans r^age ; on a trouvé beaucoup plus simple de 
les mesurer par des arcs de cercle, à cause de la faci- 
lité de faire des arcs égaux à àts arcs donnés , et pour 
beaucoup d^autres raisons. Au reste, si la mesure dm 
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indirecte , il n'en est pas moins facile d'obtenir par 
leur moyen la mesure directe et absolue ; car si vous 
comparez Tare qui sert de mesure à un angle avec le 
quart de la circonférence , tous aurez le rapport de 
Tangle donné à Tangle droit, ce qui est la mesure 
absohte. 

Schùlk IL Tout ce qui a été démontré dans les 
trois propositions précédentes pour la compaiaison 
des smgles avec les arcs , a lieu également pom^ la com- 
paraison des secteurs avec les aros : car les secteurs 
sont ^aux lorsque les angles le sont, et en général ils 
sent proportionnels aux angles; donc deiuc secteurs 
ACB , AGD, pris dans le même cercle ou daus des 
cercles égaux , sont entre eux comme les arcs ÂB 
AD^ bases de ces mêmes secteurs. 

On voit par-là que les arcs de cercle qui servent 
de mesure aux angles peuvent aussi sei-vir de mesure 
aux différents secteurs d'un même cercle ou'de cercles 
égaux. 

PROPOSITION XVIII. 

TBÉORâxE. 

V angle inscrit B AD a pour mesure la moitié H-^ 
de Varc BD compris entre ses côtés. 

Supposons d*abord que le centre du cercle soit 
situé dans l'angle BAD , on mènera le diamètre AE • tg. 04, 
et les rayons CB| CD. L'angle BCE, extérieur au 
triangle ABC, est égal à la somme des dêui^ intérieur» 
CAB^ ABC^ : mais le triangle BAC éunt isoscele, ^19» a 
langle CAB=:;ABG ; donc langle BCE est double 
de BAC^ Langle BCE, comme angle au centre, a 
peur mesure Tare B£ j donc Tangle BAC aura pour 
mesure la moitié de B£, Par une nûsou sembl«hle| 
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l'angle CAD aura pour mesure la moitié de ED; donc 
BAG+GAD ou B AD aura pour mesure la moitië de 
BE+ED ou la moitié de BD. 

fig. 65. Supposons en second lieu que le centre G soit situé 
hors de l'angle BAD , alors menant le diamètre AB, 
l'angle BAE aura pour mesure la moitié de BE, l'angle 
DAE la moitié de DE; donc leur différence BAD aura 
pour mesure la moitié de BE moins la moitié de ED , 
ou la moitié de BD. 

Donc tout angle inscrit a pour mesure la moitié d^ 
l'arc compris eiitre ses côtés. 

fig.66. Corollaire I. Tous les angles BAG, BDG, etc., ins* 
crits dans le même segment sont égaux; car ils ont 
pour mesure la moitié du même arc BOG. ^ 

% 67. - II. Tout angle BAD inscrit dans le demi -cercle 
est un angle droit; car il a pour, mesure la moitié 
de la demi*circonférence BOD , ou le quart de la 
circonférence. 

Pour démontrer la même chose d'une autre ma* 
niere , tirez le rayon AC ; le triangle BAG est iso* 
scele, ainsi Tangle BAG=ABG; le triangle GAD est 
pareillement isoscele ; donc l'angle GAD =r ADG ; 
donc BAG -f. GAD ou B AD = ABD + ADB. Mab 
si les deux angles B et D du triangle ABD. valent en- 
semble le troisième BAD, les trois angles du triafigle 
' vaudi-ont deux fois Tangle BAD; ils valent d'ailleurs 
deux angles droits ; donc langle BAD est un angle 
droit. 
• ^' ^ m. Tout angle BAC inscrit dans un segment plus 
grand que le demi-cercle , est un* angle aigu; car il a 
pour mesure la moitié de Parc BOG moindre quune 
demi-circonférence. 

Et tout angle BOG , inscrit dans un segment plus 
petit que le demi-cercle, est un angle obtus ; car il a 
pour mesure la moitié de l'arc BAC plus grande qu'une 
^ami-circonférence. 
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IV. Les angles opposés A et C d'un quadrilatero if.si« 
inscrit ÂBCDy vatent ensemble deux angles droits ; 
car Tangle BAD a pour mesure la moitié de l'arc BCD , 
langle BCD a pour mesure la moitié de Parc BAD; 
donc les deux angles BAD, BCD, pris ensemble, ont 
pour mesure la moitié de la circonférence; donc leur 
aonim«^ équivaut à deux angles droits* 

PROPOSITION XIX. 

THBOaiME. 

V angle BAC , formé par une tangente et une sg. Sq. 
corde j a pour mesure la moitié de Varc AMDC 
compris entre ses côtés. 

Au point de contact A menez le diamètre AD; 
Vangle BAD est droit ^, il a pour mesure la moitié de « ^ 
k demMirconférence AMD, TangleDAG a pour me* 
sure la moitié de DG; donc BAD + DAG ou BAC a 
pour mesuré la moitié de AMD, plus la moitié deDC, 
ou la moitié de Tare entier AMDG. 

On démontrerait de m£me que l'angle CAE ^ 
pour mesure la moitié de l'arc AG compris entre iits 
côtés. 



Problèmes relatifs aux deux premiers livres. 

pàoBLÂXB PBBMIBB. 

Diviser la droite donnée AB en deux parties sg.To. 
égales. 

. Des points A et B, comme centres, avec un rayon 
plus grand que la moitié de AB, décrive» deux arcs 
qui se coupent en D; le point D sera également éloi- 
gné des points A et B : marques de même aufdessus 

Dom^id. , 4 
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ou aurdèttcms de la ligne AB un second point £ égsh 
lement éloigné des poinu A et B, pisir les deux pointé 
Of £, tirez 1^ ligne DE; je dis que DE coupera là 
ligna AB en deux parties égales au point G. 

Car les deux points D et £ étant chacun également 
éloignés des extrémités A et B, ils doivent se tronrer 
tous deux dans la perpendiculaire élevée sur le milieu 
de AB. Mais par deux points donnés il ne peut passer 
qu'une seule ligne droite; donc la ligne DE sera cette 
perpendiculaire elle-même qui coupe la ligne AB en 
deux parties égales au point C. 

VaOBLÊMS XI. * 

H* 71. Par un point A , donné sur lu ligne BC, éle- 
ver une perpendiculaire à cette ligne. 

Prenez les points B et G à égale distance de A > en-^ 
suite desr points B et G , comme centres ^ et d*un rayoa 
plus grand que BA^ décrivez deux arcs qui se oau* 
peut en P; tirez AD qui sera la perpendiculaire de- 
mandée. 

Car le point D étant également éloigné de B et de 
G 9 appartient à la perpendiculaire élevée sur le miUeii 
de BG ; donc AD est cette perpendiculaire. 

Scholie. La même construction sert à faire un angle ^ 
drmt BAD en un point donné A sur une ligne don- 
née BG* 

PROBLÉMB III. 

H 7a. D'un point A , donné hon dé la droite BD, 
abaisser une perpendiculaire sur cette droite. 

Du point A, comme centre, et d'un rayon suffi- 
samment grand, décrivez un arc qui coupe la ligne 
BD aux deux points B etD; marquez ensuite un point 
Egalement distant des points B et D, et tirez AÈ qui 
sera la perpendiculaire demandée. 

Car les deux points A et £ sont chacun également 
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dK^nti des pomfsBeiD; donc U Ugne AE Ml per^ 
pett4iciihire sur le milieu de BD. 

FROBLSXB IT, 

j4u point A de la ligne kR^ faire un angle H' 7^- 
égal à V angle donné K.« 

Du sommet K, comme centre, et d*un rayon à 
Yobt^, déeriyé« l'trc IL terminé aux deux côtés 
de l'angle ; du point A , comme centre , et d'un laiyou 
ABégfd à KI| décrirez l'arc indéfini BO; prenez en- 
fuite ua rayon égal à la corde LI ; du point B, comme 
f^ntre» et de ce rayon, décrirez un arc qui coupe en 
D l'arc indéfini BO; tirez AD, et Tan^^e DAB sera 
égal à Fangle donné K, 

Car }es deux arcs BD, LI, ont des rayons égaux et 
des cordes égales ; donc ils sont égaux * ; donc l'angle *4» a. 
BAD=IKL. 

PAO^LivB Y. 

Diviser un, angle ou un arc donné en deux H* 74* 
parties égales^ 

lo S'il faut diviser l'arc AB en deux parti^ égales» 

des points A et B , comme centres , et areo un même 

^ iVfOB , décrirez deux arcs qui se coupent en D ; par le 

point D et par le centre G tirez CD qui coupera rare 

AB en deux parties égales au point E. 

Car les deux points C et D sont chacun également 
distants des extrémités A et B de la corde AB ; donc 
la ligne CD est perpendiculaire sur le milieu de cette 
àoiw; donc elle divise l'arc AB en deux parties ^ales 
au point £\ *6,9« 

%^ S'il faut diviser en deux parties égales l'angle 
ACB, ou commencera par décrire du sommet C> 
comme centre, l'arc AB., et le reste comlneil vient 
d'ê^ dit. U est clair que la ligne CD diviseifa en deux 
parties égaler Tangle AGB« 

4. 



5â GiOMiTKIB. 

Scholie. On peut , par la même oonalnicUoii'i divuar 
chacune des moitiés ÂE, EB, en deux partie» égaies; 
ainsi y par des sous-divisions successives, on divisera 
un angle ou un arc donné en quatre parties égales , en 
huit, en seke, etc. 

PHOaLBllB VI. 

4s. 9'- Par un point donné A , mener une parallèle 
à la ligne donnée BC. 

Du point A, comme centre, et d*un raycin suffî* . 
samment grand, décrivez lare indéfini EO; du point- 
E, comme centre, et du même rayon , décrivez Tare 
AF, prenez £D = AF, et tirez AD tpxx sera la parallèle 
demandée. 

Car en joignant AE , on voit que les angles alternes 
AEF, EAD, sont égaux ; donc les lignes AD, EF, sont 
♦m» t. parallèles*. 

PHOBLÉXS VII. 

H- 9^ Deux angles A etB d'un triangle étant don- 
' néSf trouver le troisième. 

Tirez la ligne indéfinie D£F, £iites au point E l'an- 
gle DEC = A, et l*angle GEH=rB : langle testant 
HEF sera le troisième angle requis ; car ces trois angie$ 
pris ensemble valent deux angles droits. 

PROBI.BXB VIII. 

^* 77* Étant donnés deux côtés B e^ C d'un triangle et 
V angle A qu'ils comprennent ^ décrire le triangk. 
Ayant tiré la ligne indéfinie DE, faites au point D 
Tanglé EDF ^al à 1 angle donné A ; prenez ensuite 
DG=B, DH=:C, et tirez GH ; DGH seira le triangle 
demandé. 
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»AOBi:.BMB IX« 

jetant donnés un côté et deux angles d'an 
triangle , décrire le triangle. 

Les deux nngles donnes seront ou tous deux adja* 
cents au côté donné, ou Tun adjacent^ l'autre oppo- 
sé : dans ce dernier cas, cherchas le troisième % vous •^Mb.y* 
aores ainsi les deux angles adjacents. Cela posé , tire« 
la droite DE ^alè au côté donné , faites au point D S|. ^t. 
Fuigle EDF égal à fun des angles adjacents, et au 
point £ l'angle DEG égal à Tautre; les deux lignes 
DF, EG, se couperont en H, et DEH sera le triangle 
requis. 

PaOBLÉMB x« 

Les trois côtés A, B, C, d^un triangle étant s^. ^^ 
donnés j décrire le triangle. 

Tirez DE égal au côté A; du point E, comme 
centre, et d'un rayon égal au seconll côté B, décri* 
vezun arc; du point D, comme centre , et d*un rayon 
égal au trobieme côté C, décrivez un autre arc qui 
coupera le premier en F ; tires DF, £F, l^^j^.^*^^ 
le triangle requis.- ^, 

SchoUe. Si lun des côtés était plus gii^^ISBe la 
somme des deux autres, les arcs ne se c69{[^'£âient 
pas; mais la Solution sera toujours possible', si la 
somme de deux côtés , pris comme on voudra , est pliu 
grande que le troisième. 

PBOBI.àlfB XI. 

Étant donnés deux côtés KetB d'un triangle, 
avec rangleC opposé au câtéB^ décrire le triangle. 

n y a deux cas : i^ si Fangle G est droit ou obtus , fis- ^' 
faites l'angle EDF égal à l'angle G; prenez DE=: A, 
du point E, comme centre, et d'un rayon égal au 
c^të donqé B^ décrivez un arc fjui coupe en F 1a 
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ligne DF; tirei E F, et DE F sera le triangle de- 
inandéi 

Il fam, dans ce premier cas, que le câte B leit plus 
grand que A, car Tangle G étant droit ou obtus, est 
le plus grand des angles du triangle; doue le côté op- 
posé doit être aussi le plus grand. 

%. tx. 2|0 Si 1 angle G est aigu, et que B soit plus grand que 
A, la même construction a toujours Heu, et DEF esl 
le triangle requis. 

fig. 89. Mcds si , langle G étant aigu , le càté B eat moindre 
que A, alors lare décrit du centre E ayee le rajon 
EFissB, coupera le côté DF en deux points F et 6, . 
situés du même côté de D ; donc il y aura deux trian* 
gles DEF, DEG, qui satisferont également au pro- 
blême. 

Scholie. Le problême serait impossible dans tous 
les cas, si le èôté B était plus petit que la perpendi- 
culaire abaissée de E sur la ligne DF. 

^ PR6BL:âx£ XII. 

t%. sa. ÏjS^^Ms adjacents A c/ B d*un paraUélù^ 
^ramiM ^toï/t^ donnés avec V angle C qu^ils comr 
pren^gg^ décrire le parallélogramme. 

Tirez la ligne DE=:A| faites au point D langle 
FDE=G, prenez DF=B; décrivez deux arcs, lun 
du point F comme centre, et d'un rayon F6=DE, 
' l'autre du point E comme centre, et d'un rayon 
-EG==DF : au point G, où ces deux arcs se coupent , 
tirez FG, EG; et DEGF sera le parallélogramme de- 
mandé. 

Car , par construction , les côtés opposés sont égaux* 
^ ^' '* donc la figure décrite est un parallélogramme % et cm 
parallélogramme est formé avec les côtés donnés e| 
Vangle donné* 

Corollaire. Si langle donné est droit, la figiure aéra 



I«ITAB II. $S 

ua rec!angl«; si , de plus , les côtés sont égaux ^ ce sera 
un quarré. 

mOBLEMB xiir. 

2'rouver le centre d*un cercle ou (Vun arc donné. ; 

Prenez à volonté dans la oirconférence ou dans ^g. 84. 
l'arc trois points A, B, C; joignez ou imaginez quon 
joigne AB et BC, divisez ces deux lignes en deux par* 
ties égales par les perpendiculaires DE, FG; le point 
0, où ces perpendiculaires se rencontrent, sera le 
centre cherché. 

Sclwlie. La même construction sert à faire passer 
une' circonférence par les trois points donnés A, B, C, 
et aussi à décrire une circonférence dans laquelle le 
triangle donné ABC sôit inscrit. 

VROBLâlfS XIV. 

JPar un point donné mener une tangente â 
un cercle donné. 

Si le point donné A est sur la circonférenoe^ tirez H* ^ 
le rayon CA^ et menez AD perpendicolaiie à GA; 
AD sera la tangente demandée *. *9f » 

Si le point A est hors du cercle , joigne^ le point ^* ^ 
A et le centre par la ligne droite CAf ditisez GA en 
deux également au point O; du point O y comme cen- 
tre, et du rayon OC, décrivez une circonférence qui 
coupera la circonférence donnée au point B; tîrea 
AB, et AB sera la tangente demandée. 

Car en menant CB, l'angle CBA9 inscrit dans le 
demi-cercle, est un angle droit*; donc AB est per- *<9>9- 
pendiculaire à Textrémité du rayon CB , donc elle est 
tangente. 

SehoUe. Le point A étant hors du cercle , on voit 
qu'il y a toujours deux tangentes égales AB, AD, «• 
qui passent par le point A : elles sont égales, car les 
uiangles wcungles GBA, GDA, ont Thypoténuse GA 
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commune ^ et le côté CB=GD; donc ils sont 
*«•,!• égaux*; donc AD=AB,' et en même temps Tangle 
CAD==:CAB. 

• PROBLÈME XV. 

%• •>• Inscrire un cercle dans un triangle donné ABC. 

Divisez les angles A et B en deux également par 
les lignes AO et BO qui se rencontreront en O; du 
point O abaissez les perpendiculaires OD, OE, OF, 
sur les trois côtés du triangle; je dis que ces perpen- 
diculaires seront égales entre elles; cisir, par construc- 
tion , l'angle DAO = OAF, l'angle droit ADÔ= AFO ; 
* donc le troisième angle AOD est égal au troisième 
AOF. D'ailleurs le côté AO est com^um aux deux 
triangles AOD, AOF, et les angles adjacents au côté 
égal sont égaux; donc ces deux triangles sont égaux ; 
donc DO=OF. On prouvera de mémç que les deux 
triangles BOD, BOE, sont égaux; donc OD=rOE, 
donc les trois perpendiculaires OD, OR, OF, sont 
égales entre elles. 

Maintenant si du point O, comme centre, et du 
rayon OD, on décrit une circonférence, il est clair 
que cette circonférence sera inscrite dans le triangle 
ABC; car le côté AB, perpendiculaire à l'extrémité 
du rayon OD, est une tangente : il en est de méme'des 
côtés BG,AG. 

Scholie. Les trois lignes qui divisent en deux égale- 
ment les trois^angles d'un triangle, concourent en un 
* même point. 

PROBLEME XVI. 

fig. 88. Sur une droite donnée AB , décrire un segment 
^ *^ capable de l'angle donné C , c^est-à-dire , un seg- 
ment tel que tous les angles qui jr sont inscrits 
soient égaux à l'angle donné G. 

Prolongez AB vers D, faites au point. B Tangle 
PBE=C, tirez BO perpendiculaire à B£, et GO pcis 
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pendicnlaire sur le milieu de AB; du point de ren- 
contra O, eomme centre, et du rayon OB', décrirex 
un cercle, le seg/nent demandé sera AMB. 

Car puisque BF est perpendiculaire à rextrémilé 
du rayon OB, BF est une tangente, et l'angle ABF à 
pour mesure la moitié de lare AKB*; d'ailleurs lan- •ipit. 
gle AMB, comme angle inscrit, a aussi pour mesure 
la moitié de lare AKB, donc langle AMB= ABF=: 
EBD=C; donc tous les angles inscrits dans le seg- 
ment AMB sont égaux à l'angle donné G. 

Sckolie. Si l'angle donné était droit , le segment cher- 
ché serait le demi-cercle décrit sur le diamètre AB, 

PROBtBMB XTII. 

r Troui^er le rapport numérique de deux lignes •«••^ 
droites données AB, CD, si toutefois ces deux 
lignes ont ehtre elles une mesure commune. 
« Portez la pins petite CD sur la plus grande ÂB au- 
tant de fois qu elle peut y être contenue ; par exemple , 
deux fois, avec le reste BE. 

Portez le reste B£ sur la ligne CD , autant de fois 
qu*il peut y être contenu , une fois, par exemple, avec 
le reste DF. 

Portez le second reste DF sur le premier BE, au- 
tant de fois qu'il peut y être contenu, une fois, pat 
exemple, avec le reste BG. 

Portez le troisième reste BG sur le second DF, au- 
tant de fois qu'il peut y être contenu. . j . . 

Continuez ainsi jusqu'à ce que vous ayez un reste 
qui soit contenu un nombre de fois juste dans le pré- 
fMédent. 

Alors ce dernier reste sera la commune mesure des 
lignes proposées, et, en le regardant comme l'unité, 
on trouvera aisément les valeurs des restes précédents 
et enfin celles des deux lignes proposées, d'où l'on 
conclura leur rhpport en nombres. 
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Par exemple ) si Ton trouve que GB est ootitepu 
deus fois juste dans FD , BG sera la commune mesure 
des deux lignes proposées. Soit BG;:= i , on aura FD 
ssai mais £B oontiem une fois FD plus GB; donc 
£B==33; CD. contient une fois £B ^us FD$ donc 
^ .CDzisS; enfin AB contient deux fois CD plus EB; 
donc ABnsiS; donc le rapport des deux lignes AB^ 
CD, est celui de i3 à 5. Si la ligne CD était prise pour 
unité, la ligne AB serait ^^ et si la ligne AB était prise 
. pour unité, la ligne CD serait-^. 

Scholie. La méthode qu on vient d ^expliquer est la 
même que prescrit l'arithmétique pour trouver le com- 
mun diviseur de deux nombres ; ainsi elle n a pas 
besoin d'une autre démonstration. 

U est possible que, quelque loin quon continue 
lopâration , on ne trouve jamais un reste qui soit 
contenu un nombre de fois juste dans le précédent^ 
Alors les deux lignes n ont point de commune mesure ^ 
et sont ce qu'on appelle incommensurables : on en 
verra ci-après un exemple dans le rapport de la dia« 
gonide au c6té du quarré. On ne peut donc alors 
trouver le rapport exact en nombres : mais en négli^ 
géant le dernier reste, on trouvera un rapport plus 
ou moins approché, selon que l'opération aura été 
poussée plus ou moins loin. 

PROBLÂMB XVIII. 

1^^^ Deux angles A etB étant donnés , trouver leur 
commune mesure, s'ils en ont une j et de là leur 
' rapport ^n nombres. 

UécTvrez avec des rayons égaux les arcs CD, EF, 
qui servent de mesure à ces angles; proqëdi^ jeasnite 
pour la comparaison des arcs CD , £F/comme dans te 
problème précédent; car un arc peut être porté sus 
un arc de même rayon, comme une ligne droite suv 
une ligne droite. Vous parviendrez ainsi à la corn* 
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mune mesure des arcs CD, EF, s'ils en ont une, et à 
leur rapport en nombres. Ce rapport sera le même que 
celui des angles doftnés^; et si DO est la commune *i7fi» 
mesure des ards y DAO sera celle des angles. 

Scholiô. On peut ainsi trouver la valeur absolue d*un 
angle en comparant Tare qui Ini sert de mesure à toute 
la circonférence : par exemple, si Tare CD est à la cir- 
conférence comme 3 est à aS, Tangle A sera les ^ de 
quatre angles droits, ou ^ d'un angle droit. 

n pourra arriver aussi que les arcs comparés niaient 
pas de commune mesure; alors on naura pour les 
angles que des rapports en nombres phis ou moins 
appiocfaés , selon que Fopéf ation aura été poussée pitis 
on moins loin. 
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LES PEOPORTIONS DES FIGURES. 

' DÉFiniTIONS, 

L,J'A^PBLi.BaA xjtgures équivalentes celles dont les 
surfaces sont égales. . 

Deux figures peuTent être éi^iyjilentes , quoique 
très -dissemblables : par exemple, un cercle peut 
être équivalent à un quarré , un triangle à un rec- 
tangle, etc. 

La dénomination de figures égales sera conservée à 
celles qui étant appliquées Tune sur Tautre , coïncident 
dans tous leurs points : tels sont deux cercles dont 
les rayons sont égaux, deux triangles dont les trois 
cAtés sont égaux cliacun à chacun , etc. 
, II. Deux figures sont semblables, lorsqu elles ont 

les angles égaux chacun à chacun et les côtes homo- 
logues proportionnels. Par côtés homologues on en- 
tend ceux qui ont la même position dans les deux 
figures, ou qui sont adjacents à des angles égaux. Ces 
angles eux-mêmes s'appellent angles homologues. 

Deux figures égales sojnt toujours semblables; mais 
deux figures semblables peuvent ^tre fort inégales. 

in. Dans deux cercles différents, on appelle arcs 
semblables , secteurs semblables , segments sembla» 
blés, ceux qui répondent à des angles au centre 
égaux. 
1^^ ^^ Ainsi Fangle A étant égal à Tangle O, Tare BC 
est semblable à Tare DE, le secteur ABC au secteur 
ODE, etc. 

IV. La hauteur d un parallélogramme est la per« 
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opposes AB, CD, pris pour hases. 

V. La hauteur d'un triangle est la perpendieufadi^ 

AD abaissée du sommet d*un angle A sur le cdié op- ^* ^ 
posé BC pris pour base. ^ 

VI. La hauteur du trapèze est la perpendiculaire ' 
EF menée entre ses deux côtés parallèles AB, CD. 

VII. Vaire ou la surface d*uhe figure sont des ter* 
mes à-peu-près. synonymes. L'aire désigne plus paiti* 
culièrement la quantité superficielle de la figure en 
tant qu'elle est mesurée ou compaiée. à |l'attli«s sur- 
faces. 

N:B: Pour rintelligence de ce limre et des soivants, il 
hvit ir<Hr présente la théorie.des proporcioiis, pour laquelle 
nous rentoyofis aux traités ordinaires d'arithmétique et 
<ra]gebre. Nous ferons senlement une obsenration, qni est 
très iinportante pour fixer le vrai sens des propositidns» ^et 
dittiper toute obscurité; soit dans l'cnonôj, soit daasr les 
«témonstratic^s. 

il on a la proportion A:B ::€:D, on sait qoe le produit 
des extrêmes A X D est égal aa pi^duit des moyens B X C. 

Cette vérité est incontestable pour les nombres; elle Test 
aussi pour des grandeurs qoèlconques » pourm qu'elles s'ex- 
priment ou qu'on les imagine exprimées en nombres ; et c'est 
cequ'on peut toujours supposer : par exemple, siA^B^CyD, 
âont des lignes, on peut imaginer qu'une de ces quatre lignes, 
ou une cinquième , si l'on veut , serve à toutes de commune 
, mesure et soit prise pour unité ; alors A9 B, C , D, représentent 
chacune un certain nombre d'unités , entier ou rompu , C0»* 
measorable ou mcittsmeusurabk, et la proportion entre les 
Kgttés A, B, C,D, devient ui|e proportion de nombres. 

Le produit des lignes A et D, qu'on appelle aussi leur 
tectangie , n'est donc autre dbose que le nombre d'umtés 
linéaires contenues dans A, multiplié par le nombre d'uni? 
tés linéaires contenues dans B ; et on conçbit facilentestqué 
ce prcKluit peut et doit être égal à celui qui résulté sembla^ 
blemeftt des lignes B et C. 
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exemple , des lignes ,* ei ks frmdeoft C et D d'oa» «nlie 
^^i94€#, fffr «««iiiple , des sttrfkfios ; ^lors al ifiml tonjoitti re- 
giurdi^c^s grmdeKTS comme des nombres : A «I 8 «'expii- 
meront en nnitës linéaires , C et D en unités snperficiclWf 
et le produit A X 1> sera nm nombre commç le prodiit B )( C« 

Eq'généraly d^ius tontes les opérations qu'on fera sur lj|i 
proportions , il faut toujours regarder les termes de ces pro- 
portions comme autant de nombres, cbacun de l'espèce qui 
lui conVie^nt , et on n*aura aucune peine « conceToir ces opé- 
Mimis ttt'les ceteséquences qui en vésullent. 

Hooi devqps avettir aussi qae plnsiMits de mot dAnonS'- 
trations sont fondées sur quelques-unes des règles les plus 
simples de l'algèbre , lesquelles s*àppuient elles-m^mes sur 
l^ssionomes eoiuius ; ainsi siron # A;=:B+C, #tqu>iimul- 
tipii* <shiM|iie membre par une ntéme q«|iili|tf M» m e» 
flOUPluitAXMcsBxH-t-GKll} pareillm^lflîl^ii aÀ«9F 
ai4*C et DsS ^ C f el qu*m ajoute les qualités igatoi 
90 efIstaut+Gfi— Cqui se d^tmiseul^ m fm ^9fmàm^ 
A*4J)nB+E, et «iasi des «utiffSt Tout <«tlii e«t u^m 
évident par. soi-même; mab, en cas de diffiçajl^» tt ¥Sfk 
bon de. consulter les livres d'algèbre , et d*entre-inéler auiiisi 
Pétnde des deux science?. 

PROPOSITION PREMIERE. 

THioaâxs. 

ZfBS parallélogrammes qui ont des hases égales 
et4eshq44!ieurség4jileSfSQntiquivalefUs. 
t^ g6. Soit AB Isi base eommana des deiix paraUéiogram<* 
mes ABGD) ABE^P , puisqu'ils sont supposés aveir la 
ménie hauteur, les Imseâ. supérieures DG, FE, eeront 
iituées sur une même ligne parallèle à AB. Or on a 
par la nature des parallélogrammes AD r=: BG , et AF 
£=: BE; par la même raison on a DC= AB, et FE == 
AB{ donc I)Gr=: FE; donc, retranchant DG et FE de 
la mdtne ligue D£ 9 lea restes CE et DF seront égatue* 
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Il suit dé là que.Ies tnàngles DAF^ GBD, loot 4qm^ 
htémux entre €ux , et par oomëquetit ëgiax» 

Mais Al du quadrilatère. ABËD on retranche le tri« ig. ^e. 
angle ADF, il reste le parallélogramme ABEF; et ai 
du même quadrilatère ABËD on retranche le triangle 
GBE y il reste le parallélogramme ABCD ; donc let 
deux parallélogrammes ABCD, ABEF, qui ont même 
base et même hauteur, sont équivalents. 

Corollaire. Tout parallélogramme ABCD est équi* 
iraient au rectangle ABEF de même base et de mêiae %• 97* 
hauteur. 

PROPOSITION IL 
fniomtmM. 

T(Hit niante ABC est la moitié du parailélo^ ig, 98. 
gramme ABCD quiamême Imseetmême hauteur. 

Car les triangles ABC, ACD, sont égaux ^ * si, t- 

Corollaire I. Donc un triangle ABC est la moitié du 
rectangle BCEF qui a même base BC et même beuk» 
teur A0$ car le rectangle BCEF est équÎTAlent eu pe^ 
rallâogramme ABCD. 

Corollaire IL Tous lès triangles qui ont des bases 
éfalea et des hauteurs égales, sont ëqui?alenta« 

PROPOSITION IIL 

THioÀixB. • 

Deux rectangles de mime hauteur sont entre 
eux comme leurs bases. 

Soient ABCD , AEFD , deux rectangles qui ont pour jg, ^ 
hautetu* commune AD; je dis qu'ils sont entre eux 
comme, leurs bases AB, AS« 

Supposons d'afiofd que les \mu AB| A£| foient 
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GommeniurtUes entre elles, et celles scuent, par 
exemple, comme les nombres 7 et 4 : si on divise AB 
en 7 parties égales, AE contiendra 4 ^^ ces par- 
ties, ëleTCK à chaque poiiit de division une perpen* 
diculaire à la base, vous formerez ainsi sept rectan- 
gles partiels, qui seront égaux entre eux, puisqu'its 
auront même base et même hauteur. Le rectangle 
ABCD contiendra sept rectangles partiels, tandis que 
^EFD en contiendra quatre ; donc le rectangle ABCD 
est au rectangle AÏ3^D comme 7 est à 4 ) ou comme 
AB est à AE. Le même raisonnement peut être appli- 
qué à toutVutre rapport que celui, de 7 à 4 ; donc, 
quel que soit ce rapport, pourvu qu'il soit commen- 
surable, on aura, 
; ABCD:AEFD::AB;AE. 

%. loob Supposons, en second lieu, que les bases AB, AE, 
soient incommensurables entre elles; je dis qu on A*en 
aura pas moins, 

ABCD:AEFD::AB:AE. 
Car si cette proportion n est pas vraie , les trois pre- 
^ miers termes demeurant les mêmes, le quatrième sera 
plus grand ou plus petit que AE. Supposons qu'il soit 
plus grand et qu'on ait, 

ABCD:AEFD::AB:AO. 
Divisez la ligne AB en parties égales plus petites que 
£0, il y aura au 'moins un point de division I entre E 
et O : par ce point élevez sur AI la perpendiculaire IK ; 
les bases AB, AI, seront commensurables entre elles, 
et ainsi on aura , par ce qui vient d'être démontré , 

ABCD:AIKD::AB:AL 
' Mais on a, par hypothèse , 

ABCD:AEFD::AB:AO. 
Dans ces deux proportions les antécédents sont égaux; 
donc les conséquents sont proportionnels, et il en 
résulte» 

AIKD:AEFD::AI:AO, 
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' Mais AO ett plus grand que AI; donC| pour que 
cette proportion subsi3tât, il faudrait que le rectangle 
AEFD fût plus grand que AIKD; or, au contraire, il 
est plus petit; donc la proportion est impossible; donc 
ABCD ne peut être à AEFD comme AB est à une ligne 
plus grande que AE. 

Par un raisonnement entièrement semblable, on 
prouverait que le quatrième terme de la proportion 
ne peut être plus petit que AE; donc il est égal 
àAE. 

Donc, quel que soit le rapport des bases, deux 
rectangles de même hauteur ABCD, AEFD, sont 
entre eux comme leurs bases AB , AK 

PROPOSITION IV. 

THÉOEÂMS. 

Deujc rectangles quelconques ABCD, AEGF, H- >«<• 
sont entre eux comme les produits des bases mul- 
tipliées par les hauteurs y de sorte qu'on a 
ABCD:AEGF::ABxAD:AExAF. 
- Ayant dispose les deux rectangles de manière que 
les angles eu A soient opposés au sommet, prolongez 
les côtés 6E, CD, jusqu'à leur rencontre en H; les 
deux rectangles ABCD, AEHD, ont même hauteur 
AD; ils sont donc entre eux comme leurs bases 
AB, A£ : de même les deux rectangles AEHD, 
AEGF, ont même hauteur AE, ils sont donc entre 
eux comme leurs bases AD , AF ; ainsi on aui*a les 
deux proportions, 

ABCD: AEHD: :AB;AE.. 
AEHD:AEGF::AD:AF. 

Mttlupliant ces proportions par ordre , et obser* 
?ant que le moyen terme AEHD peut être omis 

Dou%^ éd. 5 
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eottinte tDuItipHrateur oQmmtm à rantëcéd#t)t et au 
conséquent, on aura j 

ABCD:AEGF:: AB X ADiAE X AF. 

SchoUe. Donc on peut prendre pour mesure d'un 
rectangle le produit de sa base par sa hauteur^ pourvu 
qu'on entende par ce produit celui de deuie ttombre$| 
qui sont le nombre d unités tmëaiiea contenues dans 
la base, et le nombre d unités linéaires contcnuea dam 
la hauteur. 

Cette mesure, d ailleurs, n'est pas absolue, maiis 
seulement relative; elle suppose qu'on évalue sem- 
Iilflhlement un autre rectangle en mesurant aes côtés 
par la même unité linéaire; on obtient ainsi un secpud 
produit , et le rapport des deux produits est égal à 
celui des rectangles ^ conformément ^ la proposition 
qu'on vient de démontrer. 

Par exemple, si la base du rectangle A est de trois 
unités et sa hauteur de dix , le rectangle sera représenté 
par le nombre 3 X lo, ou 3o, nombre qui ainsi isolé 
ne signifie rien; mais si on a un second rectangle B 
dont la base soit de douze unités et la hauteur de sept, 
le second rectangle sera représenté par le nombre.^ 
X 12, ou 84 : de -là on conclura que les deux teé^ 
tangies A et B sont entre eux comme 3o ett à £4 ; 
donC; si on convenait de prendre le rectangle A pont 
l'unité de inesuredans les surfaces^ le rectangle B au* 
i^it alors pour mesure absolue \\it c'est -«à- dire qu'il 
serait égal à y* d'unités superficielles. 

11 est plus ordinaire et phis simple de prendre le 
quarré pour lunité de surfiace, e€ on choisit le quarto 
dont le, côté est lunité de longueur ; alors la mesure 
que nous avoiis regardée simplemc^iit eomiçe relative 
devient absolue : par exemple le nombre 3o, par le- 
quel nous avons mesuié le rectangle A, représente 3o 
g t 2. unités supeffictellet,oa3o de tes querréicdidnlr le 0Ûté 
'^^' est égal à l'unité : c'est ce que b %« soa retid MusUiie» 
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' On^ confond assez souvent en' géométrie le produit 
de deux lignes avec leur rectangle^ et cette exprès* 
sion a même passé en arithmétique pour désigner le 
produit de deux nombres inégaux, comme on emploie 
celle de ^uor/v pour exprimer le produit d'un nombre 
multiplié par lui-même. 

Les quarrés des nombres 1,2,3, etc. , sont 1,4» 
9, etc. Aussi voit-on que le quan*é fait sur une ligne 
double est quadruple; s\\r une ligne triple, il est neuf H* <^« 
fob plus grand, et ainsi de suite. 

PROPOSITION V. 

THEOaiuE. 

Vmre ^un parallélogramme quelconque est 
égale au produit de sa base par sa hauteur. 

Car le. parallélogramme ABCD est équivalent au if.a7* 
rectangle ABEF , qui a même base AD et même hau- 
teur B£*; or celui-ci a pour mesure ÀBxBE**, 'i-^i. 
donc ABxBË est égal à Taire du parallélogramme 
ABCD. 

Corollaire^ Les parallélc^rammes de même base 
sont entre eux comme leurs hauteurs , et les parallé- 
logrammes de même hauteur sont eqtre eux comme 
leur* bases; car A, B, C, éunt trois grandeurs quel* 
conques, on a généralement AxC:BxC::A:fi. 

PROPOSITION VI. 

triSorIme. 

Voire dun triangle est égale au produit de 
sa base par la moitié de sa hauteur. 

Car le triangle ABC est la moitié du paralléio- Sc. s 4« 
gramme ABCE, qui a même base BC et même 
hauteur AD^; or 9 la surface du parallélogranitiie «n 

5. 
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*5. = BC X AD*} donc celle du triangles^BC x AD, 
ou BC X 7 AD. 

Corollaire. Deux triangles de même hauteur sont 
entre eux comme leurs bases, et deux triangles de 
même base sont entre eux comme leurs hauteurs, 

PROPOSITION VII. 

THÉO&BME. 

% io5. L'aire du trapèze ABCD est égale à sa haU' 
teur EF, multipliée par la demi -somme des 
bases parallèles y AB, CD, 

Par le point I, milieu du côté CB, menez KL pa* 
rallele au côté opposé AD, et prolongez DC jusqu'à 
la rencontre de KL. 

Dan» les triangles IBL, ICK, on a le côté IB=IC 
par construction, langle LIB=CIK, et l'angle 

*24. 1. IBL=ICK, puisque CK et BL sont parallèles*; 

*7, 1. donc ces triangles sont égaux*; donc le trapèze 
ABCD est équivalent au parallélogramme ADKL, t% 
il a pour mesure EF x AL. 

Mais on a AL=DK, et puisque le triangle IBL 
est égal au triangle KCI^ le côté BL = CK; donc 
AB+CD=AL4-DK=:2AL, et ainsi AL est la 
demi-somme des basés AB, CD; donc enfin Faire 
du trapèze ABCD est égale à la hauteur EF maki* 
pliée par la demi -somme des bases AB, CD^ ce qui 

s exprime ainsi : ABCD = EF x ( ^^"^^^ Y 

SchoUe. Si par le point I, milieu de BC, on mené 
IH, parallèle à la base AB, le point H sera aussi le 
milieu de AD, car la figure AHIL est un parallélo- 
gramme, ainsi que DHUC, puisque les côtés opposés 

> : sont parallèles : on a donc AH=IL et DH=.lKj or, 
ILzziIK, puisque les mangles BIL, CIK, sont égaux; 

. donc AH=DH. 
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On peut remarquer que la ligne HI = AL z=z 

— ; donc Taire du trapèze peut s'exprimer aussi 

par EFxHI : elle est donc égale à la hauteur du 
trapèze multipliée par la ligne qui joint les milieux 
de$ côtés non parallèles. 

PROPOSITION VIII. 

TnBOREME. 

Si une ligne AC est di^^isée en deux parties AB, H- ^^^ 
BC, /e quarté fait sur la ligne entière AC con- 
tiendra le quarréfait sur une partie AB , plus le 
quarré fait sur Vautre partie BC , plus deux 
fois le rectangle compris sous les deux parties AB, 

BC, ce qu'on exprime ainsi, AC oa (AB+BC) 

=:AbVecV9.ABxBC. 

Construisez le ^quarré ACDE, prenez AF=.AB, 
menez^G parallèle à AC , et BH parallèle à AE. 

Le quarré ABCD est divisé en quatre parties : la 
première ABIF est le quarré fait sur AB , puisqu'on 
a pris AF=:AB: la seconde IGDH est le quarré fait 
sur BC; car puisqu'on a AC=±AE, et AB=:AFv la 
différence AC — AB est égale à la différence AE — 
AF, ce qui donne BC=:EF; mais à cause des paral- 
lèles IG=BC/et DG=EF, donc HIGD est égal au 
quarré fait sur BC. Ces deux parties étant retran- 
chées du quarré total, il reste les deux rectangles 
BCGI, EFIH , qui ont chacun pour mesure AB x BC ; 
donc le quarré fait sur AC , etc. 

* Scholie. Cette proposîfion revient à celle qu'on » 
démontre en algèbre pour la formation du quarré 
d^ûn binôme, et qui est ainsi exprimée: 
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PROPOSITION IX. 

THEO&BMB. 

fig. 107- Si la ligne AC est la différence des deux lignes 
AB, BC , le quarré Jait sur AG contiendra le 
quarré de kJS^plus le quarré de BC , moins deux 
fois le rectangle fait sur AB e/ BC ; c'est-à-dire 

qu'on aura Âg' ou ( AB — BC) = ÂB V BC'— 
aABxBC. 

Construisez le quarré ABIF , prenez AE = AC , 
menez CG parallèle à BI, HK parallèle à AB, et ache- 
vez le quarré EFLK. 

Les deux rectangles CBIG, GLKD, ont chacun pour 
mesure^ ABxBG : si on les retranche de la figure en- 
tière ABILKEA, qui a pour valeur AB + BC, il est 
chîr (|u il restera le quvirré AGDE, donc , eto* 

Scholie. Cette proposition revient à. la formule d'al- 
gèbre {a — i)'=:a*+*'' — lah. 

PROPOSITION X, ^ 

THEOREME* 

Le rectangle fait sur la somme et la différence 

de deux lignes y est égal à la différence des 

fig. 108. quarrés de ces lignes: ainsi on a (AB + BC) x 

(AB~BC)==AB— "bC. 

Construbez sur AB et AG les quarrés ABIF, 
ACDE ; prolongez AB d'une quantité BK =c: BG , et 
achevez le rectangle AKLE. 

La ba^c AK du rectangle est la somme des deux 
lignes AB, BC, sa hauteur AE est la diflérence 
d»î ces nicines lignes j donc le rectangle AKLE=: 
(AB + BC) X (AB— BC). Mais ce même rectangle 
Cdt composé des deux parties ABHE + BHLK; et 



ia psffûé BHLBL est égale au rectmgle EDGF^ car 
BH«DK e% BK=:EF; done AKLE=5l^HE4-EDGF; 
Or^ ces deux parties forment le quarré ABIF iiM^iiii 
le quarré DHIG, qui est le quanré fait sur 6C; donc 

enfin (AB+BC) X (AB— BC)=a5— BC.' 

Sàholie. Celte proposition revient à lu formule 
d'algèbre (a+i) {a~b)r=za^ — i». 

PROPOSITION XI. 

THEOREME. 

te quarré /ait sur r hypoténuse d'un triangle 
rectangle est égal à la somme des quarrés faits 
sur les deux autres côtés. 

Soit ABC un triangle rectangle en A : ayant formé i|i ^^ 
f des quarrés sui: les trois côtés, abaissez de l'angle 
droit sur Thypoténuse la perpendiculaire AD que 
TOUS prolongerez jusqu'en £ ; tirez ensuite les diago* 
nales AF, CH. 

Laçgle ABF est composé de langle ABC plus l'an- 
gle droit GJ^ : Tangle CBH est composé du même 
•Mgle ABC plus Fangle droit A6H; donc Taûgle ABF 
rssHBC Mais AB=BH comme côtés dun même 
quarré t et BF:=:BC par la même raison ; donc les 
triangles ABF , HBC, ont un angle égaLcompris entre 
côtés égaux ; donc ils sont égaux*. * 6, t. 

I^ triangle ABF est la moitié du rectangle BDEF , 
(ou pour abréger BE) qui a même base BF et même 
Iiauteur BD *. Le triangle HBC est pareillement la *pr. a. 
moitié du quarré AH; car Tangle BAC étant droit 
ainsi que BAL, AG et ÂL ne font qu'une même 
ligne droite parallèle à HB; donc le triangle HBC et 
le quarré AH, qui ont la l)ase commune BH^ ont 
âujsi la hauteur commune AB ; dono le triangle est 
la nmHié du quarré. 
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' On a déjà prouvé que le triangle ABF est ëgal au 
triangle HBG; donc le rectangle BDEF^ double du 
ti'iangle ABF, est équivalent au qiiarré AH, double 
du triangle HBG. On démontrera de même que le rec- 
tangle CDËG est équivalent au quarré AI ; mais les 
deux rectangles BDEF, CDEG, pris ensemble, font le 
quarré BCGFj donc le quarré BCGF , fait siu: l'hypo- 
ténuse, est égal à la somme des quarrés ABHL , ACIK , 
faits sur les deux autres côtés j ou, en d'autres termes, 

bc=abVac' 

Corollaire I. Donc le quarré dun des côtés de 
Tangle droit est égal au quarré de Fhjpoténuse moins 
le quarré de lautre côté , ce qu'on exprime ainsi : 

AB=BC'— ÂC. 
ig. zi9. CoroUaire 11. Soit ABGD un quarré , AG sa dia- 
' gonale; le triangle ABC étant rectangle et isoscele , 

on aura AC = AB+BC=2AB ; donc le quarré 
fait sur la diagonale AC est double du quarré fait 
sur le coté AB. 

On peut rendre sensible cette propriété en meuant 
par les points A et G des parallèles à BD, et par les 
points B et D des parallèles à AG : on formera ainsi 
un nouveau quarré EFGH qui sera le quarré de AC. 
Or, on voit que EFGH contient huit triangles égaux 
à ABE, et que ABGD en contient quatre; donc le 
quarré EFGH est double de ABGD. 

Puisque AG : AB ; : 2 : i , on a , en extrayant la ra* 
cine quarrée , AG : AB : : v^a : i ; donc la diagonale 
d'un quarré est incomnœnsurahle aifec son côté. 

Ce$t ce qu'on développera davantage dans une autre 

occasion. 

fig*zo9. Corollaire UI. On a démontré que b quarrë AH 

est équivalent au rectangle BDEF ; or , à cause de la 

hauteur commune BF, le quarré BCGF e^t au rec- 
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Ungk BDEF comme la Use BG est à la base BD; 
donc, 

BC': AB*::BC: BD. 
Donc le quarré de Phjyoténuse est au quarré (Vun 
diss côtés de Pangle droit comme rhypoiinuse est au 
segment aé^acent a ce côté. On appelle ici segment \x 
partie de lîypoténuse déterminée par la perpendiou* 
laire abaissée de l'angle droit; ainsi BD est le s^^ent 
adjacent au côté AB, et DC est le segment adjacent au 
côté AG. On aurait semblablement , 

BC": ÂC':: BC : CD. 
Corollaire IV. Les rectangles BDEF, DGGE, ayant 
aussi la même hauteur, sont entre eux comme leurs 
bases BD, CD. Or, ces rectangles sont écpiiyalents aux 

quarrés Ad , AG ; donc , 

Âb':ÏP:: BD : DG. 
Donc les qnarres des deux cotés de Vangh droit sont 
entre eux comme les segments de F hypoténuse adja-' 
centt h ces cotés. 

PROPOSITION XIL 

THEORÂMB. 

Dans un triangle ABC , si VaJigle G est aign, |- ,j^ 
le quarré du côté opposé sera plus petit que la 
somme des quarrés tles côtés qui con^rerment 
Pangle C; et si Von abaisse KH perpendiculaire 
sur BC , la différence sera égale au double du . ^ 
rectangle BG x CD; de sorte qu^on aura y 

Xb=ÂgV BC— a BG X CD. 
Il y a deux cas. i^ Si la perpendiculaire tombe au- 
dedans du triangle ABC, on aura BD=:BG — CD, 

et pi|r conséquent "^ BD's BG + CD*-— 3 BC X CD. » g. 
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AJcnit&nt de part et d'autre AD , et observant qtie 

lés triangles rectangles ABD, ADC, donnent AD+ 

BD=ÂB et AD-hDC=AC\ on aura ÂB3=:BC+ 

Aic'*--aBGxCD. 

a*' Si la perpendiculaire AD tombe hors dumangle 
"9 ABC, on aura BDsxCD--^BG, et par eonsëquént ^ 

BD==:CD + BC*— aCDxBC. Ajoutant de part et 

d'autre AD, on en conclura de mèine.f . 

AB œ BC VÂcV a BC X CD. 

PROPOSITION XIIL 
TBioniMS. 

^' *"• Dans un triangle ABC ^ si V angle C est obtus » 
le quarré du côté opposé AB sera plus grand 
que la somme des quarrês des côtés qui com^ 
prennent V angle C, et si on abaisse kj) perpen- 
diculaire sur BC, la {lifférence sera égale au 
doublé du r0ùt0ji^e^C X CD, de sorte qu 'on aura^ 

ÂB=ÂG +BC + a BC X CD. 

La perpendiculaire ne peut pas tomber au-dedans 

du triangle; car si elle tombait, p^r exemple , en E, 

le triangle ACE aurait à-la-fois langle droit E et 

♦19.1. Tangle obtus C, ce qui est impossible*; donc elle 

tombe au-dehors, et on a BD=BG + CD. De là 

* »• résulté * BD = BC + CD + a BCxCD. Ajoutant de 

part e^ d autre AD et faisant les réductions comme 

— » 
dans le théorème précédent , On en conclura AB 

r=BC+AC+aBGxCa 

Scholie. Le triangle rectangle est le seul dans le* 
ifuel. la somma de$ qoârréa de denx eâtés soîl ëgâfe 



au quarré du troisième ; car si Tangle compris par ces 
côtés est aigu , la somme de leurs quarrés sera plu^ 
grande que le quarré du côté opposé; s'il est obtus , 
elle sera moindre. 

PROPOSITION XIT, 

THEOREXB. 

Dans un triangle quelconque A RC , i^^ on mène ig . sit. 
du sommet au milieu, de la base la ligne AE^je 

dis qu'on aura AB+ACi=32 AE + nBE. 

Abaissez la perpendiculaire AD sur la base BC, le 
triangle AEG donnera par le théorème xii , 

Aic= AE VÊC— 2 EC X ED, 
Le triangle ABE donnera par le théorème xiiij 

AB'=r Aï:+ EbV 2 EB X ED. 
DonC) en ajouunt et observant qtie £B=:ECy on aurai 

ÂB V AC = 2 AE + 2 ÊB.V 

Corollaire. Donc , itans tout parallélogramme, la 
êomme des quarrés des côtés est égale a la somme des 
quarrés des diagonales. 

Car les diagonales AC, BD, se coupent mutuelle- ê^nX 
ment en deux^ parties égales au point E^; ainsi le •ii^u 
triangle ABC donne , 

XbV BC=2 AE + a Be! 
Le triangle ADC donne pardllement^ 

ÂD+DcWaAE+aDË! 
Ajoutant membre à membre, en observant que B&= 
DE, on aura, 

abVadVdcVbc';=4AêV4De! 

Mais 4AE est le quamS de sAEoude AC; 4DE 
«itle quatre de BD{ donc la somme. des qua^r^ des 
«didiesi %Biieà la somme des quimtf» de» diifombs. 
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PHOPOSITION XV. 

THEOREME. . 

êg, X14. La ligne DE , menée parallèlement à la base 
iTun triangle ABC ^ divise les côtés AB , AC, 
proportionnelletnent ; de sorte qu'on a Al> : DB 
: : AE : EC. 

Joigne:^ B£ et DG; les deux triangles BDE, DEC, 
ont même base DE ; ils ont aussi même hauteiu*, 
puisque les sommets B et G sont siti^és sur une parai- 

• a. lelc à la base; donc ces triangles sont équivalents % 

Les triangles ADE , BDE , dont le sommet commun 
est E , ont même hauteur et sont entre eux comme 

♦ «. leurs bases AD ^ DB * ; ainsi on a , 

ADE : BDE : : AD : DB. 

Les triangles ADE, DEC, dont le sommet commun 
est D, ont aussi même hauteur, et sont entre eux 
comme leurs bases AE , EC ; donc, 

ADE : DEC : : AE : EC. 

Mais le triangle BDE = DEC; donc, à cause du 
rapport Commun dans ces deux proportions , on en 
conclura AD : DB : : AE : EC. 

CoroUmré I. De là résulte componmdo AD + DB: 
AD : : AE+EC : AE , ou AB lAD : : AC : AE, et aussi 
AB:BD::AC:CE. 
•g*n5. Corollaire IL Si entre deux droites AB, CD, on 
inene tant de parallèles qu^on voudra AC, EF, GH, 
BD, etc., ces droites seront coupées proportiotmeHc 
meru, et on aura AE : CF : : EG : FH :: GB : HD. , 

Car soit O le point de concours des droites AB , 
CD; dans le triangle OEF, où la ligne AC est menée' 
païaUèlement à la base EF, on aura OË : AE : : OF : 
CF , ou OE : OF : : AE : CF. Dans le triangle 0(M, on 
«lira semblablementOEtEG: :0F :PH,ou06:OF 
;:EG: FH; donc, à cause du rapport commun ; 
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0E:OF, ces deux proportions «kmnenl AE:GF:: 
E6 : FH. On démontrera de la même maniera que EG : 
FH::6B:HD, et ainsi de suite; donc les lij^es AB, 
CD^ sont coupées proportionnellement par les paral- 
lèles EF, GH, etc. 

PRO£OSITION XVI. 

Réciproquement si les côtés AB , AG , sont cou* Sf. ut. 
pés proportionnellement par la ligpe DE , en 
sorte qu^on ait AD: DB:: AE:EC, je disque kl 
ligne DE sera parallèle à ta hase BC. 

Car si DE n*est pas parallèle à BG, supposons que 
DO en soit une; alors, suivant le théorème précé- 
dent, on aura AD:BD::AO:OG« Mais, par hypo- 
thèse, AD:DB::AE:£C; donc on aurait AO:OC:: 
AE:EG; proportion impossible ^ puisque d'une part 
Fantécédent AE est plus grand que AO , et que de 
lautre le conséquent £C est plus petit que OC; donc 
la parallèle à BC menée par le point D ne peut diffé- 
rer de' DE ; donc DE est cette parallèle. 
' Scholie. La même conclusion aurait lieu si on sup- 
posait la proportion AB: AD::AC:AË. Car cette pro- 
portion donnerait AB— AD:AD::AC— AE.AE, ou 
BD:AD::CE:AE. 

PROPOSITION XVII. 

théoeAxb. 

La ligne Âï) , qui divise en deux poities igtdes ij. ciy. 
Fangle BAC d'un triangle, divisera la base BC 
en deux segments BD y DC, proportionnels €iux 
côtés adjacents AB^ AC; de sorte qu'on aura 
BD:DG::AB:AC. 
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Ptaf lé poitit C menez CE parallèle à AD Jusqu^à là 
rencontre de BA prolongé. 

Dans le triangle BCE, la ligne AD est parallèle à la 
* '^- base CE ; ainsi ou a la proportion * , 
BD:DC::AB:AE. 
Mais le triangle ACE est isoscele ; car| à cause deé 
parallèles AD, CE, l'angle ACE=DAC, et Tangle 
•*4.i. AEC=B4D * : or, par hjpothese, DAC=BAD; 
•i3,i. donc Tangle ACE =AEC, et par suite AE=AC*; 
sttbstituant donc AC à la place de AE dans la propor- 
tion précédente, oh aura, 

BD:DC::AB:Aa 

PROPOSITION XVIII. 

THiO&âxB. 

Veux triangles éguiaiig/es ont les côtés hanHh 
loffiesi proportionnels cl sont semblables. 
Cf. 119. Soient ABG| CDE, deux triangles qui ont les t»* 
glea égaux chacun à chacun , savoir BACx::CDE, 
AOCnDGE» et ACB=:DEC; je dis que les cAtés 
homologues ou adjacentif aux angles ëganx^ seront 
proportionnels, de sorte qu'on aura BG:CE::AB| 
CD::AG:DE. 

placez les côtés homologues BC, CE, dans la tnême 

direction, et prolongez les côtés BA, £D , jusqu'à ce 

qu'ils se rencontrent en F. 

Puisque BCfi est une ligne di*oite, et que Tangle 

^•4.1- BCA=:CED, il s'ensuit que AC est parallèle à DE ^ 

Pareillement, puisque Tangle ÀBC=:DCE, la ligne 

., AB est parallèle à DC j donc la figure ACDF est un 

parallélogramme. 

Dans le triangle BFE la ligne AC est parallèle à la, 
* i5. base K£, ainsi on a BC:C£::BA:AF^ A la place de 
AF mettant son égale CD, on aura, 
BC;CË::BA:C1>. 
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DtM le^nétlie triangle BFE', à on tmgwim 8F 
comiM la baseï CI) est une parallèle à oette bat», et 
on a la proportion BC:CK:rFO:DE* A la plaM da 
FD mettant son égale AC, on aura, 
BC:C£kAC:0£. 

Enfin de ces deux proportions qui eontienneot la 
mAme rapport, BG:CE, onpent éondureanaii 
AG:D£::fiA:CD. 

Donc les triangles cquiangles BAC , CDE , ont les 
eèfëf homolo^faes proportionnels : mab^ suivant la 
défliHtton II, deux figures sont semblables, lorsque 
êHea ont à<»la-fois les atigles égaux chacun à cliacun, 
et les côtés homologues proportionnas; done les 
tiiafiglei dquiangles BAC, GD£, sont deux figures 
semblables. 

CdroUaù^. Ponr que deux triangles soient aenibla^ 
bieS) il suffit qu*ils aient deux angles égaux chacun à 
chacun, car alors le troisième sera égal de part et 
d'antre^ et les deux triangles seront équtangles. 

SkfhoUe. Remarquée que, dans les triangles sem* 
blables^ les côtés liomologues sont opposés à des 
angles égaux; ainsi langle ACB étant égal ft DEC , U 
côté AB est homologue à DC ; de même AC et DE sont 
homologues comme étant opposés aux angles égaux 
ABC, DCE: les côtés homologues étant reconnus, on 
formé aussitôt les proportions : 

AB:UG::AC:DE:!BC:CE. 

PROPOSITION XIX. 

THBOaâXB. 

Deux triangles^ qui ont les côtés Itôtnologues 
proportionnels^ sont èquiangles et semblables. 

Supposons quon ait BG:£F:: AB;DE::AC2DP; sg. ito. 
je lUs que les triangles ABC, DIP, auront tes angles 
égsMXf savoir, AssD, BcsE, G^sdP. 
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Fakes au point £ Fangle F£Gs=B et^U point F 
langlfr £FG=C, le troisième G sera égal au tioi« 
aieniie A^ et les deux triangles ABC, EFG, seront 
ëquiangles ; donc on aura par le théorème précédent 
BC:EF::AB:EG: mais, par hypothèse, BC:EF:: 
AB: DE; donc £G==:D£. On aura, encore, parle 
même théorème, BG :EF! : AG:FG ; or on a, par hy- 
pothèse , BC ; EF : : AC : DF , donc FG=DF 5 donc 
les triangles EGF, DEF, ont les trois câtés égaux 
* II, X. chacun à chacun ;- donc ils sont ég9xaL*, Mais, par 
construction, le triangle E6F est équiangle au trian» 
gle ABC; donc aussi les triangles DEF, ABC, sont 
ëquiangles et semblables. 

Seholie L On voit par ces deus derniers propoéî* 
tiens, que dans les triangles, légalité des angles est 
une suite/ de. la proportionnalité des côtés, et ré- 
dproquement, de sorte qu'une dé ces conditions 
suffit pour assurer la similitude des triangles. Il nen 
est pas de même danf les figures de plus de trois 
côtés; car^ dès qu*il s'agit seulement des quadrila- 
tères^ on peut, sans clianger les angles, altérer la 
proportion des côtés , ou , sans altérer les côtés , 
changer les angles; ainsi la proportionnalité des 
côtés ne peut être une suite de 1 égalité des angles, ui 
fis- lax. vice versa. On voit, par exemple, qu'en menant £F 
parallèle à BG, les angles du quadrilatère AEFO 
ont égaux à ceux du quadrilatère ABGD ; mais la 
proportion des côtés est différente : de même , sans-* 
changer les quatre côtés AB , BC, GD , AD , on peut 
rapprocher ou éloigner le point B du point D , ce qui 
altérera les angles. 

SchoUe U. Les deux propositions précédentes qui 
n'en font proprement qu^une, jointes à celle du 
quarré de Thypoténuse, sont les propositions les plu$ 
importantes et les plus fécondes de. la géométrie; 
elles suffisent presque seules à toutes, les applications 
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et à la résolution de tous les problèmes : la raison en 
est que toutes les figures peuvent se partager en 
triangles , et un triangle quelconque en deux trian- 
gles rectangles. Ainsi les propriétés générales des 
triangles renferment implicitement celles de toutes les 
flgures. * 

PROPOSI-TION XX. 
thbor£jes. 

Deux triangles qui ont un angle égal compris 
entre côtés proportionnels y sont semblables. 

Soit Tangle A =: D , et supposons qu^on a AB : <g« tu. 
DE : : AG : DF ; je dis que le triangle ABC est sem- 
blable à DEF. 

Prenez AG = DE et menez 6H parallèle à BG ^ 
1 angle AGH sera égal à l'angle ABG*; et le triangle ♦M.i. 
AG^ sera équiangle au triangle ABG ; on aura donc 
AB:AG:: AC:AI1: mais, par hypothèse, AB:DE:: 
AG : DF , et par construction AG = DE ; donc AH =s= 
DF. Les deux triangles AGH , DEF, ont donc un 
angle égal comprit entre côtés égaux ; donc ils sont ' 
égaux. Or le triangle AGH est semblable à ABG; donc 
DEF est aussi semblable à ABG. 

PROPOSITION XXI, 

THÉORÈME. 

Deux triangles qui ont les côtés homologues 
paraUele^\ ou qui les ont perpendiculaires cha- 
cun à chacun , sont semblables. 

Cîu-, I* si le côté AB est parallèle à DE , et BC à «g. i»3. 
EF , langle ABG sera égal à DEF* ; si de plus AG est ♦ »9. »• 
parallèle à DF , Fangle AGB sera égal à DFE , et aussi 

Douz. éd. 6 
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BAC à £DF : donc les triangles ABC, DEF, sosit 
é^uiangles ; donc ils sont semblables, 
gg j^^ a* Soît le côté DE perpendiculaire à AB, et le 
côté DF à AC ; dans le quadrilatère AIDH les deux 
angles I et tl seront droits ; les quatre angles valent 
■ ao, I. ensemble quatre angles droits * ; donc les deux res- 
tants lAH, IDH, valent de«x angles droits. Mais les 
deux angles EDF , IDH , valent aussi deux angles 
droiu; donc Fangle EDF est égal à lAH ou BAC: 
pareillement si le troisième côté EF est pei^pendi- 
cillaire au troisième BC, on démontrera .que i'afigle 
DFEsbC, et D£F=B ; donc les deux triangles ABC, 
DEF, qui ont les côtés perpendiculaires chacun à 
chacun , sont équiangles et semblables. 

Scholie. Dans le cas des cotés parallèles , les câtéf 
homologues sont les côtés parallèles, et, dans celui 
1 des côtés perpendiculaires , ce sont les côtés perpen« 
diculaires* Ainsi, dans ce dernier cas, DE est homo- 
logue à AB, DF à AC, et EF à BC. 

Le cas des côtés perpendiculaires pourrait offrir 
une situation relative des deux triangles , difléfente 
de celle qui est supposée dans la fig; 124; mais l'éga- 
lité des angles respectifs se démontrerait toujours , 
soit par des quadrilatères tels que AIDH , dont deux 
angles sont droits , . soit par la comparaison de deux 
triangles qui , avec des *angles opposés au sommet 
auraient chacun un angle drpit : d ailleurs, on poiu»- 
rait toujours supposer qu on a construit au-dedans 
du triangle ABC un triangle DEF, dont les côtés 
seraient parallèles à ceux du triangle comparé à ABC, 
et alors la démonstration rentrerait dans le cas de la 



PROPOSITION XXIÎ. 

THBOHÂMS. 

Les lignes AF, ÂG, etc., menées comme on vou^ t%,i%B. 
drapât le Commet d'un triangle j divisent propor- 
tionnelleinent la hase BC et sa parallèle DE, d$ 
sorte qu'on a DI: BF : :IK : FG: :KL :Gll , etc. 

Car, puisque Dt est parallèle à BF, le triangle 
AJt)I est équiangle à ÂBF, et on a la proportion 
l)I:fiF::AI:AF; de même IK étant parallèle à F6, 
on a AI:AF::lK:FG ; donc, à cause du rapport 
commun A1:AF, on aura DI:BF::IK:FG. On trou- 
vera semblablement IK:FG:: KL:GH, etc.; donc la 
ligAe DE est divisée aux points I , K , L , comme la 
base BC Test aux points F, G, H. 

Cerollaife. Donc ^ si BC était divisée en parties 
égales atix points F, G, H, là parallèle DE serait di- 
visée de même en parties égales aux points I , K, L. 

PROPOSITION XXIIL 

THÉOEÂMB. 

Si de l'angle droit A d'un triangle rectangle on Cg. its. 
abaisse la perpendiculaire AD sur V hypoténuse; 

jo Les deux triangles partiels ABD, ADC, 
seront semblables entre eux et au triangle total 
ABC ; 

a^ Chaque côté AB ou AC sera moyen pro^ 
pertionnel entre V hypoténuse BC et le segment 
adjacent BD ott DC ; 

3» La perpendiculaire AD sera moyenne prù^ 
portionnelle entre les deux segments BD, Dd 

Car, i^ le triangle BAD ^t le triangle BAC ont 
Tângle conimun B ; de plus langle droit BDA t at 
égal à Tanglô droit BAC ; donc le troisième angle 
BA0 iû Van eût égal au troisième G de 1 autre ; donc 

6. 
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ces deux triangles sont équiangles et semblables. Qu 
démontrera de même qua le triangle DAC est sem^ 
blable au triangle BAC ; donc les trois triangles sont 
équiangles et semblables entre eux. ' 

2^ Puisque le triangle BAD est semblable au trian- 
gle BAC, leurs côtés homologues sont proportionnels. 
Or, le côté BD dans le peut triangle est homologue 
à BA dans le grand , parce qu^ils sont opposés à des 
angles égaux , BAD, BCA ; Th jpoténuse BA du petit 
est homologue à Fhjpoténuse BC du grand ; donc on 
peut former la proportion BD : BA :: BA : BC. On 
aui^it de la même manière DC:AC:: AC:BC; donc, 
a** chacun des côtés AB, AC, est moyen propor- 
, tionnel entre Thypoténuse et le segment adjacent à 
ce côté. 

3^ Enfin, la similitude des triangles ABD, ADC, 
donne , en comparant les côtés homologues , BD: 
^D::AD:DCl; donc, 3*^ la perpendiculaire AD est 
moyenne proportionnelle entre les segments BD, DG 
de l'hypoténuse. 

Scholie. La proportion BD:AB::AB:BC donne, 
en égalant le produit des extrênaes à celui des moyens, 

AB = BDxBC. On a de même AG = DCxBC, 

donc AB + AC=BD x BC-f-DC x BC ; le second 
membre est la même chose que (BD-+-DC) X BC, 

et il se réduit à BC X BC ou BC; donc on a,ÀB 

-hAC = BC; 4onc le quarré fait sur Thypoténuse 
BC est égal à la somme des quarrés faits sur les deux 
autres côtés AB , AC. Nous retombons ainsi sur la 
proposition du quarré de l'hypoténuse par une voie 
très-différente de celle que nous avions suivie ; d'où 
l'on voit qu'à propremeitt parler , la proposition du 
quarré de Thypoténuse est une suite de la propor- 
tionnalité des côtés dans lés triangles équiangles. 
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Ainsi les propositions fondamentales de la géométrie 
3e réduisent, pour ainsi dire, à celle-ci seule, que 
les triangles équiangles ont leurs côtés homologues 
proportionnels. 

Il arrive souvent, comme on vient d'en voir un 
exemple, qu'en tirant des conséquences dune ou de 
plusieurs propositions, on retombe sur des proposi- 
tions déjà démontrées. En général, ce qui caractérise 
particulièrement les théorèmes de géométrie, et ce 
qui est une preuve invincible de leur certitude , c'est 
qu'en les combinant ensemble d'une manière quel- 
conque , pourvu qu'on raisonne juste , on tombe 
toujours sur des résultats exacts. Il n'en kersât pas de 
mféme si quelque proposition était fausse, ou n'était ^ 

vraie qii'à-peu-près ; il arriverait souvent que , par 
la combinaison des propositions entre elles , l'erreur 
s'accroîtrait et deviendrait sensible. C'est ce dont on 
voit des exemples dans toutes les démonstrations où 
nous ,nous servons de la réduction a Fabsurde. Ces / ' 
démonstrations , où l'on a pour but de prouver que 
deux quantités sont égales, consistent à faire voir que, 
s'il y avait entre elles la moindre inégalité , on serait 
conduit par la suite des raisonnements à une absur- 
dité manifeste et palpable ; d'où l'on est obligé de 
conclure que ces deux quantités sont égales. 

Corottaire. Si d'un point A de la circonférence on %• it7^ 
mené les deux cordes « AB , AC , aux extrémités du 
diamètre BC , le triangle BAC sera rectangle en A * ; • i8, •! 
donc , \*^ la perpetidiculaire AD est moyenne propor* 
tîonnelle entre les deux segments BD, DC, du dia^ 

mètre ^ ou, ce qui revient au même, le quarré AD 
est égal au rectangle BDxDG.. 

a^ La corde AB est moyenne proportionnelle entre 
le diam^re BG et le segment adjacent BD , ou , ce 

qui revient au même, ABzsBDxBG. On a sem* 



bliibleiiieiil Âc'ixCDxBC; dono AB:ÂG::BD:I}C; 

et A on compare AB à BG, on aura AB : BC :: BD :BG ; 

ontauralt de même AC:BC:: DC:BC., Ces rapports 
d^s i^qarrés des côtés , soit entre eu^ , soit itvfc le 
ijliarré de lliypotënùse, ont été déjà donnés dans le^ 
<lorQl. lii et IV de la prop. xi. 

PROPOSITION XXIV, 

70BOr£«B. 

Deux triangles qui ont un angle égal sont 

entre eùtV comme les rectangles des côtés qui 

Cf. zaï. comprennent l'angle égal. Ainsi le triangle ABC 

^st au triangle ADE comme le rectangle AB x AÇ 

erf au rectangle ADxAE. 

Tirez BE ; les denx triangles ABE, ADE , dont )§ 
fommet commun est E, ont même hauteur» et sont 
. *6. imtre eux comme leurs bases AB, Al)^$ dimCf 
ABE:ADE::AB:AD. ^ 

On ia de même, 

ABC:ABE::AC:AE. 
Multipliant ces deux proportions par ordre» et oillMv 
tant le commun terme ABS, on aura, 

ABC:ADE::ABxAC:ADxAE- 
Corollaire» Donc les deux triangles seraient équi- 
valents , si le. rectangle ABx AC était égal au rectan<v 
gle ADxAE, ou si on avait AB:AD:: A£:AG, ce 
qui aurait lieu si la ligne DG était parallèle i BE. 

PROPOSITION XXV, 

TH]£ORâHB. 

'Deux triangles semblables sont entré ^ux 
cMikmfi hs quarràs dw côtés homolpg4êes^ 
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Soit langle A-=:D et Tangle B=£ ; d abord à cause i^ im^ 
des angles égaux A et D, oa aura , par la proposi- 
tion précédente, 

ABC:DEF :: AB x AC:DE x DF. 
On a d'ailleurs, à cause delà similitude des triangles^ 

^ AB:DE::AC;DF. . 
Et si on multiplie cette proportion -terme à tenût ptr 
la proportion identique, 

AC:DF:;AC:DF, 
il en résultera, 

ABxAC:DExDF::AC':DF. 
Donc y 

ABCîDEF::ÂC:DFr 
Donc deux triangles semblables ABC , DEF, SMt 
entre eux comme les quarrés des côtés homologues 
AG, DF, ou comme les quarrés de deux autres côtés 
homologues quelconques. 

PROPOSITION XXVI. 

* th£Or£mb., 

Deua: polygones semblables sont eomposis 
éCun même nombre de triangles semblables eha^ 
cun â chacuTf, et semblablement disposés. 

Dans le polygone ABCDE, menez d*un même angle *•• *••• 
A les diagonales AC, AD aux ;iutres angles. Dans 
Vautre polygone FGHIK, menez semblablement de 
Tangle F homologue à A, les diagonales FH, FI aux 
autres angles. 

Puisque les polygones sont semblables , l'angle ABC 
est égal à son homologue FGH *, et de plus le$ côtà * ^* *• 
AB, BC, sont proportionnels aux côtés FG, Gif; de 
sorte qu'on a AB:FG:: BC:GH. Il suit de là que les 
triangles ABC , FGH , ont un angle égal compiîs 
entre côtés proportionnels; donc ils sont sembla* 
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•a^ blés * ; donc Tangle BCA est égal à GHF. Ces angles 
égaux étant retranchés des angles* égaux BCD, GHI, 
les restes ACD, FHI seront égaux : mais puisque les 
triangles ABC, FGH sont semblables, on a AC: 
FH :: BC:GH; d'ailleurs, à cause de la similitude des 
«£. a. polygones * , BC : GH :: CD : HI ; donc AC : FH :: 
GD:HI : mais on a déjà vu que l'angle ACD=FHI; 
donc les triangles ACD, FHI, ont un angle ég-al com- 
pris entre côtés proportionnels, donc ils sont sem- 
blables. On continueiait de même à démontrer la 
similitude des triangles suivants , quel que fût le nom- 
bre des côtés des polygones proposés ; donc deux 
polygones semblables sont composés d'un même 
nombre de triangles semblables et semblablement 
disposés. 

Scholie. La proposition inverse est également vraie : 
Si if eux poljrgories sont composés d*un mémo nombre 
de triajigles semblables et semblablement disposés, ces 
deuHc poljrgones seront semblables. ^ 

Car la similitude des triangles respectifs donnera 
l'angle ABC=FGH, BCA=GHF, ACD=FHI ; donc 
BCD=GHI, de même CDE=HIK, etc. De plus, on 
aura AB:FG :: BC:GH :: AC:FH :: CD: HI, etc. ; donc 
les deux polygones ont les angles égaux et les côtés 
proportionnels; donc ils sont semblables. 

PROPOSITION XXVII. 

THEOREME. 

Les contours OU périmètres des polygones sem- 
blables sont comme les côtés homologueSy et leurs 
surfaces sont comme les quarrés de ces mêmes 
côtés. 
€g* X99« Car , i^ puisqu'on a , par la nature des figures 
semblables, AB : FG :: BC : GH :: CD : HI, etc. , on 
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p€ut conclure de cette suite de rapports ^aux : La 
somme des antécédents AB+BC+CD, etc., péri- 
mètre de la pn^îere figure, est à la somme des consé- 
quents FG+GH+HI, etc. , périmètre de la seconde 
figure, comme un antécédent est à son conséquent, 
ou comme le côté AB est à son homologue F6. 

2"* Puisque les triangles -ABC, FGH sont sembla- 
bles , on a * ABC : FGH :: Âc': FH'; de même les • «S. 
triangles semblables ACD, FHI, donnent ACD : FHI 
:: AG : FU ; donc , à cause du rapport commun 

AC\- FH, on a, 

ABC: FGH :: ACD: FHI. 
Pai* un raisonnement semblable on trouverait, 

ACD:FHI:: ADE:FIK; 
et ainsi de suite , s'il y avait un plus grand nombre 
de triangles. De cette suite de rapports égaux on con- 
clura : La somme des antécédents ABC-f- ACD-f-ADE, ^ 
ou le polygone ABGDE , est à la somme des *consé- 
quents FGH+FHI+FIK, ou au polygone FGHIK, 
comme un antécédent ABC est à son conséquent 

FGH, ou comme AB est 3^ FG ; donc les surfaces des 
polygones semblables sont entre elles comme les quar. 
rés des côtés homologues. 

Corollaire. Si on construit trois figures semblables 
dont les cô^és homologues soient égaux aux trois 
côtés d'un triangle rectangle , la figure faite sur le 
grand côté sera égale à la somme des deux autres : 
car ces trois figures sont proportionnelles aux quarrés 
de leurs côtés homologues ; or, le quarré de l'hypo- 
ténuse est égal à la somme des quarréà des deux autres 
côtés ; donc , etc. 
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PROPOSITION xxvm. 

TfiÉORBMB, 

6g. iSo. Ces parties de deux cordes AB, CD, qui se 
coupent dans un cet de ^ sont réciproquement 
proportionnelles^ c'est-à-dire qu'on a AO : DO 
: : CO : OB. 

Joignez AC et BD : dans les triangles ACO , BOD, 
les angles en O sont ^gaux comme opposés au som- 
met ; 1 angle A est égal à Tangle D, parce quils sont 

• i8, 9. inscrits dans le même segment *; par la même raison 

langle 0=6 ; donc ces triangles sont semblables, et 
les côté3 homologues donnent la proportion AO;D0 
::C0:0B. 

Corollaire. On tire de là AO X OB=D© X CO : donc 
le rectangle des deux parties de lune des cordes est 
, égal au rectangle ilie% deux parties de Tautre. 

PROPOSITION XXIX. 

«HBOREMS. 

i». i3i. Si d^un même point O, pris hors du cercle, on 
mené les sécantes OB, OC, terminées à Parc con* 
cave BC, les sécantes entières seront réciproque- 
ment proportionnelles à leurs parties extérieures, 
c^est'à'dire qu'on aura OB : OC : : OD : O A. 
Car, en joignant AC, BD, les triangles OAC, OBD, 

• i8. a- ont l'angle O commun; de plus l'angle B=G * ; donc 

ces triangles sont semblables ; et les côtés homologues 
donnent la proponion , 

OB:0C::0D:OA. 

Corollaire. Donc le rectangle OAxOB, est égal au 
rectangle OCxOD. " 

Scholie, On peut remarquer que cette proposition 
a beaucoup d'analogie avec la précédente , et qu elle 



n$n diffère ^'en ce que les deux cordes Afi> CO, 
9H lieu de se couper dans le cerclp, se coupent 
au-deliors, La proposition suivante peut encore ^tre 
regardée comme un cas paiticulier de cjelle-ci. 

PROPOSITION XXX. 

THÉORÂMB. 

Si d^un même point G pris hors du cercle on if. iSa, 
mne une tangente OA^ et une sécante OC, ia 
tangente sera mojerme proportionnelle entre la 
sécante et sa partie extérieure; de sorte quon 
aura OC : OA : :OA : OD ; ou^ ce qui revient au 
ménie, OÏ=OC,xOD. 

Car, en joignant AD et AC, les triangles OADf 
OAG, ont l'angle commun; de plus l'angle OAO,, 
forme par une tangente et une corde ^, a pour mesure * ipt t* 
la motdë de l'arc AD, et Tangle C a la même mesure t 
dope Tangle OAD:;=:G ; donc les deux triangles sont 
semblablips, et on a la proportion, 
OC:OA::OA:OD, 

qi4 donne QAsOC X OD. 

PROPOSITION XXXL 

•rXBO&EMB. 

Dans un triangie ABC , si on divise Vanffe A tn deu9 %• i^^ 
j^dktties égales par la ligne AD, le rectangle des côtés AB, 
4Ç, sera égal au rectangle de^ segments BD, OC , plus a» 
fuarré de la sécante AD. 

Faites passer une circonférence par les trois points A, B, 
C» jM'olongez AD jnSqu*à la circonfcrence , et joignç« CE. 

La triangle BAD est semblable au triangle £A.C; car, par 
hypothèse, Tangle BAD = £AC; de plus Tangle B=E^ 
puisqu'ils ont tous deux pour mesure la moitié de Tare AC ; 
doue ces triangles sont semblables , et les côtés homologues 
donnent la proportion BA : A£:: AD : AC : de là résulte 
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BA.XAC=:A£XAD; maia AE=A.D+DE, et en multi- 
pliant de part et d*autre par ÀD« on a AEX AD=AdV 
•aS. ADXDE; d'ailleurs AD xDE=BDxDC* ; donc enfin 

BA X AC =Id+BD X DC. 
PROPOSITION XXXII. 

THÉOJIBME, 

fif . i34. Dans tout triangle ABC, le rectangle des deux côtés AB, 
AC, est égal au rectangle compris par le diamètre CE du 
cercle circonscrit et la perpendiculaire AD abaissée sur le 
troisième côté BC. 

Car, en joignant AE , les triangles ABD , AEÇ , sont rec- 
' tangies, l'un en D, Tautre en A; de plus l'angle B=E ; donc 
ces triangles sont semblables , et ils donnent la proportion 
AB:CE::AD:AC; d'où re'sulte ABXAC=CExAD. 

Corollaire,, Si on multiplie ces quantités égales par la 

même quantité BC, on aura ABxACkBC=C£xADxBC. 

* ^* Or, AD XBC est le double de la surfece du triangle * ; donc 

le produit des trois côtés d^un triangle est égal à sa surface 

multipliée par le tlouble du diamètre du cercle circonscrit. 

Le produit de trois lignes s'appelle quelquefois un solide, 
' par une raison qu'on verra ci-api*cs. Sa valeur se conçoit 

aisément, en imaginant que les lignes sont réduites en nom- 
bres, et multipliant les nombres dont il s'agit; 

Scholie. On peut démontrer aussi que la surface d'un 
triangle est égale à son périmètre multiplié par la moitié du 
rayon du cercle inscrit, 
H' ^7- Car les ttîangles AOD, BOC, AOC, qui ont leur sommet 
commun en O, ont pour hauteur commune le rayon du 
cercle inscrit ; donc la somme de ces triangles sera égalé à 
la somme des bases AB, BC , AC , multipliée par la moitié 
du rayon OD ; donc la surface du triangle ABC est égale 
à son périmètre multiplié par la moitié du rayon du cercle 
inscrit. 
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PROPOSITION XXXIIL 

THÉO&ÂHB. , 

Dans tout quadriiotere inscrit ABCX> , le itcîan^ ^'^ Im U. 
itux diagonales AC, BD, est égal à la somme des rectan" ^ 
gks des côtés opposés, de sorte qu^on a 

ACXBD=ABXCD-|-ADXBC. 

Prenez Tare CO=:AD , et tirez BQ qui rencontre la dia* . 
gonale AC en I. 

L'angle ABDrrCBI, pnisqne Vnn a ponr mesure la moitié 
de AD, et l'autre la moitié de CO égal à AD. L*angle ADB= 
BCI, parce qu'ils sont inscrits dans le même segment AOBt 
donc le triangle ABD est semblable au triangle IBC, et on a 
la proportion AD : CI : : BD : BC ; d'où résulte AD X BG= 
QxBD. Je dis maintenant que le triangle ABI est semblable 
an triangle BDC ; car l'arc AD étant égal à CO, si on ajoute 
de part et d*autreOD, on aura l'arc AO=DC; doncTangle 
ABI=DBC; de plus l'angle BAI=:BDC, parce qu'ils sont 
inscrits dans le même segment; doue les triangles ABT,DBC, 
sont semblables, et les côtés homologues donnent la propor- 
tion AB:BD:: AI:CD; d'où résulte ABxCD=AIxBD. 

Ajoutant les deux résultats trouvés ^ et observant que 
AIXBDH-CIXBD=(AI+CI)XBD=ACXBD, on aura 
ADXBC4-ABXCD=ACXBD. 

Scholie. On peut démontrer de la même manier^ nn au- 
tre tbéorême sur le quadrilatère inscrit. 

Le triangle ABD semblable à 6IC , donne la proportion 
BD:BC::AB:BI, d'où, résulte BIxBD=BCXAB. Si on 
joint CO, le triangle ICO, semblable à ABI, sera semblable 
à BDC, et donnera la proportion BD:CO!:DC:OI; d'où 
résulte OIxBD=COXDC, on, à cause de CO=rAD, 
OIxBD=ADxDC. Ajoutant les deux résultats, et obser- 
vant que BIxBD+ÔIXBD se réduit à BOxBD, on aura, 
BO X BD=AB XBC+AD X DC* 

Si on eût pris BP=AD, et qu'on eiit tiré CKP, on au- 
rait trouvé par des raisonnements semblables, 
CP X C Ab=AB X AD+BC X CD. 
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Mais Tare BP étant égal à CO^ si on ajoute de part et 
d'autre BC, on. aura Parc CB^t=tBCO; donc la corde CP 
est égale à la corde BO, et par conséquent les rectangles 
BOxBD et CpxCA sont entre eux comme BD est à CA; 
donc , 

BnîCA::ABxBCH-ADyDC!A»XAB+BCXCD. 

Bone lés deti.t diagonales ftun quadrilatère inêcHi déflî 
' entre elles comme les sommes des rectangleê des côtéi ^Hi 
aboutissent à leurs eo'trcmités, 

Èe» detiH Ihcorèmeé peurènt servir à trotiréf k» âkigo- 
nales quand on connaît les côtés. 

PROPOSITION XXXIV. 

TBEORBMS. 

fif. t36. Soit P un point donné au dedans du cercle sur le rayon 
AG , et soit pris un point Q au- dehors sur le prolongement 
du même rayon , de sorte qu'on ait CP:GA :: GAlCQ ; si 
dun point quelconque M de la circonférence on mené aux 
deux points P e/Q les droites MP^ MQ, Je dis que ces droi-- 
tes seront partout dans un même rapport, et qu*on aura 
MP:MQ::AP:AQ. 

Car on a, par liypothese , CP:CA::ÇA:CQ ; mettant 
Ck à la place de CA, On aura CP:CM::CM:CQ; donc les 
triangles CPM , CQM, ont un angle égal C compris enlpc 

• »o, 3. cAtcs proportionnels; donc ils sont semblables*^; donc le 
troisième côté BIP est au troisième MQ comme CP est à CM 
ou CA. Mais la prof^ortion CP:CA::CA:CQ donne, </eV^ 
dendo, CP:CA::CA---CP:CQ— CA, ou CP:CA::APîAQ, 
doneMP:A]<2^*AP:AQ« 
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Problèmes relatifs au Livre III. 

' PROBLEME PEEMIEB. 

Diviser une ligne droite donnée en tant de 
parties égales qu'on voudra j ou en parties pro^ 
portionnelles à des lignes données. 

\ Soit proposé de diviser la ligne AB en cinq %• *57. 
parties égales ; par rextrémité A on mènera la droite 
indéfinie AG, et prenant AC dune grandeur quel* 
conque , on portera AC cinq fois sur AG. On joindra 
le dernier point de division G cl rexlrénailé B par la 
. ligne GB , puis on mènera CI parallèle à GB ; je dis 
que AI sera la cinquième partie de la ligne AB, et 
qu ainsi en portant AI cinq fois sur AB, la ligne AB 
sera divisée eii cjtiq parties égales. 

Car, puisque CI est parallèle à GB, les c6tés KGy 
AB, sont coupés proportionnellement en C et I *; Mfiis ' 
AC est la cinquième partie de AG ; donc Ai est la cîm 
quîeme partie de AB. 

â' Soit proposé de diviser la ligne AB éti parties H- »5I. 
ptoportionncUes aux lignes données P, Q, R. Par 
1 extrémité A on tirera Tindcfinie AG, on prendra 
AC=P, CD=rQ, DE=R, on joindra les extrémités 
E et B, et par les points C , D, on mènera CI, DK , 
parallèles à EB ; je dis que la ligne AB sera divtsétt 
en parties AI , IK, KB, proportionnelles atuc lignés 
données P, Q, R, 

Car, à cause des parallèles CI, DK, EB, les parties 
AI, IK, KB, sont proportionnelles aux parties AC, 
CD, DE *; et par construction celles-ci sont égales **'• 
aux lignes données P, Q, R. 

PROBLEME II. 

Trouver une quatrième proportionneiie à trais 
Ugnes données A^B^ C. 



^ 
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lig. i39* Tir^ les deux lignes indéfinies DE, DF, sous un 
angle quelconque. Sur DE prenez DA=Â et Ï)B=B, 
sur DF prenez DG=:C, joignez AC, et par le point 
B menez BX parallèle à ÂC; je dis que DX sera la 
quatrième proportionnelle demandée : car, puisque 
BX est parallèle à AC, on a la proportion DA:DB:: 
DG:DX; or, les trois premiers termes de cette propor- 
tion sont égaux aux trois lignes données ; donc DX 
est la quatrième proportionnelle demandée. 

Corollaire. On trouvera de même une troisième 
proportionnelle aux deux lignes données A, B, car 
elle sera la même que la quatrième proportionnelle 
aux trois lignes A, B^ B. 

PnOBLBME III. 

Trouver une moyenne proportionnelle entre 
deux lignes données A et B. 
flf . 140. Sur la ligne indéfinie PF prenez DE=:A; et EF==:B; 
sur la ligne totale DF comme diamètre, décrirez la 
demi - circonféi*ence DGF ; au point E élevez sur le 
diamètre la perpendiculaire £G, qui rencontre la cir- 
conférence en G; je dis que £G sera la moyenne 
proportionnelle cherchée. 

Car la perpendiculaire GE, abaissée dun point de 
la circonférence sur le diamètre , cfst moyenne pro- 
portionnelle entre les deux segments du diamètre DE, 
PA £F * : or, ces segments sont égaux aux lignes données 
AetB. 

P&OBLÂMB IT. 

fig.Ui. Diviser la ligne donnée AB en deux parties ^ 
de manière que la plus grande soit moyenne 
proportionnelle entre la ligne entière et l'autre 
partie. 

A l'extrémité B de la ligne AB ^levez la perpen» 
diculaire BG égale à la moitié de AB ; du point G 



comme centre , et du rayon CB décrivez une circon- 
férence, tirez AC, qui coupera la circonférence en D, 
et prenez ÂF:;=ÂD ; je dis que la ligne AB sera divisée 
au point F de la manière demandée , c'est-à-dire qu'on 
aura AB:AF::AF:FB. 

Car AB étant perpendiculaire à Textrémité du rayon 
CB, est une tangente ; et si on prolonge AC jusqu'à ce 
quelle rencontre de nouveau la circonférence en E , 
on aura * 'AE:AB:: AB:AD; donc, dividendo^ AE **•! 
— AB:AB::AB — AD: AD. Mais, puisque le rayon 
BC est \a moitié de AB , le diamètre DE est ^al à 
AB,.et par conséquent AE — AB=:AD=AF ; on a 
aussi, à cause de AF=AD, AB — AD=FB; donc 
AF:AB::FB:AD ou AFj donc, invertendoy ABrAF 
::AF:FB. 

Scholie. Cçtte sorte de division de la ligne AB 
s'appelle division en moyenne et extrême raison : on 
en verra des usages. On peut remarquer que la sé- 
cante AE est divisée en moyenne et extrême raison 
au point D ; car^ puisque ABsDE, on a AE:DE::; 
DE: AD. 

PÉOBLÈXE V. 

Par un point donné A dans V angle donné «g.ua4 
BCP, tirer la ligne BD de manière que les parties 
AB, AD, comprises entre le point A et les deux 
côtés de V angle y soient égales. 

Par le point A menez AE parallèle à CP , prenez 
BË=CE, et par les points B et A tirez BAD, qui 
sera la ligne demandée. 

Car , AE étant parallèle à CD , on a B£:EC :: BA;, 
AD j or BE=EC 5 donc BA= AD. 

PROBLEME VI. 

Faire un quarré équivalent à un parallélo' 
gramme ou à un triangle donné. 
Douz. éd^ , 7 



^ 



jy8 GBOKÉTBIC. 

fig. i43. i^ Soit âBCD le parallélogramme donne, AB sa 

base, DE sa hauteur : entre AB et DE eherchez ime 

*P''^' moyenne proportioi^nelle XY*; je dis que le quatre 

lait iur XY sera équivalent au parallélogramme ABCD. 

Car on a , par construction , AB : XY : : XY : DE ; donc 

XY= AB X DE : or AB x DE est la mesure du pa- 
rallélogramme, et XY celle du^quarré, donc ils sont 
équivalents. 
%. 144. a^ Soit ABC le triangle donné, BG sa base, AD sa 
hauteur : prenez une moyenne proportionnelle entfe 
BG et la moitié de AD , et soit XY cette moyenne ; 
je dis que le quarré fait sur XY sera équivalent au 
triangle ABC. 

Car, puisqu'on a BC:XY::XY : ^ AD, il en ré- 
sulte XY=BC X 7AD , donc le quarré fait sur XY est 
équivalent au triangle ABC. 



PROBLBMB VII. 



fig. 145. Faire sur la ligne donnée AD un rectatigk 
ADEX équivalent au rectangle donné ABFC. 
Cherchez une quatrième proportionnelle aux trois 
. ^ lignes Pï!ù^ AB, AC, et soit AX cette quatrième pro- 
portionnelle , je dis que le rectangle fait sur AD et AX 
sera équivalent au rectangle ABFC. 

Car, puisqu'on a AD:AB:: AC:AX, il en résidte 
ADxAX=:ABxAC; donc le rectangle ADEX est 
équivalent au rectangle ABFC. 



PROBLEME VIII. 



IBf. 14g. Trouver en lignes le rapport du rectangle des 
deux lignes données A et B au rectangle des deux 
lignes données G et D. 

ÎSoit X une quatrième proportionnelle aux trois 
lignes B, G, D j je dis que k rapport des deux lignes 



A !^ Xs^ra i^gal 4 celtii des daux rectangleé AxB, 

Qir« puUqupn a P:C::D:X» il en résulte CxD 
5=B)cXj dpw AxBiÇxD:: AxBsBxX::AiX. 

pQrvf/airf. Ponc, pour atYoir le rapport dn fiiar- 
ti^s fpts «ur les lignes données A et G ^ cberchea une " 

troisième proportionnelle X wx lignes A et G, en 
mp^ qu'on ait A:Ci:C:X» et. Tau3 aures A*:G* ::i 
A:X, 

lYou^^er en lignes le rapport. du produit des ^^ ,^^ 
trois lignes données 'X.^ B> G, au produit dçs* 
trois lignes données P , Q , R. 

Aux trQis lignes données P, A, 6, cherchez une 
quatrième proportionnelle X : aux trois lignes don- > 
nées C, Q, Jl, cherchez une quatrième proportion- 
nelle Y. Les deux lignes X? Y, seront entre elles 
comme les produits AxBxC,PxQxR. 

Car, puisque P:A::B:X , on a AxB = PxX; 
et^ eji multipliant de part et d'autre par G, AxB 
XC=:GxPxX. De même, puisque G;Q::R:Y, 
il en résulte Qx R=C X Y; et, multipliant de part et 
d'autre par P, on a PxQxR=PxCxY, doiic le 
produit A X B X G est au produit P x Q X R comme 
CxPxX est à PxCxY, ou comme X est à Y. 

PaOBIiEME X. 

Faire un triangle équivalent à un polygone 
donné. 

Soit ABCDE le polygone donné. Tirez d'abord 
1^ diagonale CE, qui retranche le triangle ÇDE; par ^* *4<5l 
Je ppint D n^enez DF parallèle à CE jusqu a la ren- 
contre de AE prolongé 5 joignez CF , et le polygone 
ABCDE sera éqiiivalent au polygone ABCF qui a un 
.côté 4<9 mittins. 



1 
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Car leâ triangfles CDE, CFE; ont la base commune 
CE ; ils ont aussi même hauteur , puisque leui*s som- 
mets D , F , sont situés sur une ligne DF parallèle à la 
base; donc ces triangles sont équivalents. Ajoutant 

* de part et d autre la figure ABCE , on aura d*un côté 
' le polygone ABGDE , et de l'autre le polygone ABGF , 

qui seront équivalents. 

On peut pareillement retrancher langle B en substi- 
tuant au triangle ABC le triangle équivalent AGC, et 
ainsi le pentagone ABDE sera changé en un triangle 
équivalent GCF. 

Le même procédé s'appliquera à toute autre figure; 
car en diminuant d'un à chaque fois le nombre des 
côtés , on finira par tomber sur le triangle équivalent 

Scholie. On a déjà vu que tout triangle peut être 

f pr. 6. changé en un quarré équivalent *, ainsi on trouvera 

toujours un quarré équivalent à une figure rectiligne 

* donnée; c'est ce qu'on appelle quarrer la figure recti- 
ligne ^ ou en trouver la quadrature. 

Le problême de la quadrature du cercle consiste à 
trouver un quarré équivalent à un cercle dont le dia- 
mètre est donné. 

PROBLEME XI. 

Faire un quarré qui soit égal à la somme ou 
à la différence de deux quarrés donnés. 

Soient A et B les côtés des quarrés donnés : 
Cg. 147. lo S'il faut trouver un quarré égal à la somme de 
ces quarrés, tirez les deux lignes indéfinies ED, EF à 
angle droit; prenez ED=zA et EG=B, joignez DG, 
et DG sera le côté du quarré cherché. 

Car le triangle DEG étant rectangle , le quarré fait 
sur DG est égal à la somme des quarrés faits sur ED 
etEG. 

2® SU faut trouver un quarré égal à la différence 
des quarrés donnés, formez de même l'angle droit 



LZTHB III«' loi 

FEH, prenez 6Ë égal au plus petit des côtés A et B ; 
du point G, comme centre y. et d'un rayon GH égal à 
l'autre côté, décrivez un arc qui coupe EH en H; je 
dis que le quarré fait sur EH sera égal à la différence 
des quarrés faits sur les lignes A et B. 

Car le triangle GEH est rectangle , l'hypoténuse 
GH=:A, et le côté GE=B; donc le quarré fait sur 
EH, etc. 

Scholie. On peut trouver ainsi un quan*é égal à la 
sioninie de tant de quarrés qu'on voudra; car la con* 
struction qui en réduit deux à un seul , en réduira 
trois à deux, et ces deux-ci à un, ainsi des autres. Il 
en serait de même si quelques-uns des quarrés devaient 
être soustraits de la somme des autres. 



PEOBLEME .XII. 

Construire un quarré qui soit au quarré donné «g. iS©- 
ABCD, comme la ligne M est à la ligne N. 

Sur la ligne indéfinie EG, prenez EF=M, et FG 
= N ; sur EG , comme diamètre , décrivez une demi- 
circonférence , et au point F élevez sur le diamètre la 
perpendiculaire FH. Du point H menez les cordes 
HG, HE , que vous prolongerez indéfiniment : sur la 
première prenez HK égale au côté AB du quarré 
donné, et par le point K menez Kl parallèle à EG; 
je dis que HI sera le côté du quarré cherché. 

Car, à cause des parallèles Kl, GE, ona HI:HK::' 

HE:HG; donc HÎ'.HK:: HE:HG : mais dans le 
triangle rectangle EHG ^ , le quarré de HE est au * aS. 
quarré. de. HG. comme le segment £F. est au segment 

FG , ou comme M est à N, donc HI:Hk::M:N. 
Biais HK:=AB; donc le quarré fait sur HI est ai^ 
quarré fait sur AB comme M est k jY« 
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PBOBLEMB XIII. 

fig.xdgl Sur le daté FG, homologue à AB^ déaire un 
polygone semblable au polygone donné hSCiOEà.. 
' Dans le polygone donfié tirez les diagonales ACy 
AD : au point F faites l'angle GFHt=:BAG, et au 
point G l'angle FGH=ABC; les lignes FH, GH, aé 
ooupéroBt en H , et F6H sera un triangle seibblable 
à ABC t de même sur FH , homologue à AG , constnii^ 
sez le triangle FIH semblable à ADG, et sur FI, homo* 
iogue à AD, construisez le triangle FIR, semblable à 
ADE. Le polygone FGHIKsera le polygone demandé^ 
semblable à ABGDE. 

Car ces deux polygones sont composés dun même 
nombre de triangles semblables et semblablement 
►aé. placés *. 

PROBIiBMB XIV. 

Deuùb figures semblables étant donnée , cdn^ 
struire une figure semblable qui soit égalé à leur 
somme ou à leur différence. 

Soient A et B deux côtés homologues des figures 
données , cherchez un quarré égal à la somme ou i la 
différence des quarrés faits sur A et B ; soit X le côté 
de ce quarré y X sera dans la figure cherchée le côté 
homologue à A et B dans les figures données. On 
construira ensuite la figure elle-même par le problème 
précédent. 

Gar les figures semblables sont conitiie Itô quai^^ë» 
des e6tés homologues ; or le quarré du edté 1. est égal 
à kt somme ou à là différence des quarrés fai^ àbî* \bê 
côtés homologues A et B ; donc la figure fstite sur \m 
côté X est égale ^ la somme ou à la différence def 
figures semblables faites sur les côtés A et B« 
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PROBLEME XV. 

Construira une figure semblable à une figure 
donnée j et qui soit à cette figure dans le rapport 
donné deilL à IX. 

doit A un côté de la figure donnée, X le côté homo- 
logue dans la figure cherchée ; il faudra que le quarré 
de X «oit au quarré de A comme M est à N *. Gn trou- * >7^ 
v6ra donc X par le problème xii; connaissant X , le 
r^te sVchevera par le problême xm. 

PaOBL£MB XYU 

Construire une figure semblable à la figure P %• iM 
et équis^alente à la figure Q. 

Cherchez le côté M du quarré équivalent à là figure 
P , et le côté N du quarré équivalent à la figure Q. Soit 
ensuite X une. quatrième proportionnelle aux trois 
lignes données M , N^ AB ; sur le côté X , homologue 
à AB, décrivez une figure semblable à la figure P ; je 
dis qu'elle sera de plus équivalente à la figure Q. 

Car en appelant Y la figure faite sur le côté X , on 

a a ■ V ■ ■ 

aura P:Y:: AB:X; mais, par construction, AB:X::! 

MîN, ou AB':X*::M:N*; donc P:Y::M:N! Mais on 
a aussi, par construction, M"=:P et N*=Q; donc 
P:Y::P:Q; donc Y=Q; donc la figure Y est sem- 
blable à la figure P, et équivalente à la figure Q. 

PROBXiEMS XVII. 

Construire un rectangle équivalent à un ^K- »^** . 
quarré donné C, et dont les côtés adjacents 
fassent une somme donnée AB. 

Sur AB, comme diamètre, décrivez une demi-cir- 
conférence , menez parallèlement au diamètre la ligne 
P£ à ii^e distance AD égale au qôté du quarré dpnnéC* ; 
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Du point E , OÙ la parallèle coupe la circonférence, 
abaissez sur le diamètre la perpendiculaire EF; je dis 
que AF et FB seront les côtés du rectangle cherché. 

Car leur somme est égale à AB; et leur rectangle 
• a3. AF X FB est égal au quarré de EF * , ou au quarré 
de AD ; donc ce rectangle est équivalent au quarré 
donné G. 

Scholîè, Il faut) pour que le problême soit possible, 
que la distance AD n excède pas le rayon , c est^à-dire ' 
que le côté du quarré G n^excede pas la moitié de la 
ligne AB. 

PROBIiâME iyiii. 

Cg. i53. Construire un rectangle équivalent à un quarré 
C , et dont les côtés adjacents aient entre eux la 
différence donnée AB. 

Sur la ligne donnée AB, comme diamètre, décri-' 
vez une circonférence ; à l'extrémité du diamètre , 
menez la tangente AD égale au côté du quarré C : par ^ 
le pdint D et le centre O tirez la sécante DE j je dis 
' que DE et DF seront les côtés adjacents du rectangle* 
demandé. 

, Car i^ la différence de ces côtés est égale au dia« 
mètre EF ou AB; ^ le rectangle DExDF est égal, 

à AD ^ ; donc ce rectangle sera équivalent au quarré 
donné G. 



'3o. 



P&OBZiBMB XIX. ' 

Trou%*er la commune mesure ^ sHlyen a une^ 

entre la diagonale et le côté du quarré. 

%•' 1^4. Soit ABCG un quarré quelconque , AC sa diagonale. 

^ Il faut d'abord porter CB sur CA autant de fois 

l»v,a. m^^ P®"^ y ^^re contenu *, et pour cela soit décrit 

du centre G et du rayon CB le demi-cercle DBE : on 

voit que CB est contenu une fois dans AC avec le 

rente AD, le résultat de 1^ première opération est donçx 



le quotient i avec le reste AD, qu'il 4auir comparer, 
avec BG ou'son égale AB. 

Oh peut prendre AF= AD , et porter réellement 
AF sur AB; on trouverait qu'il y est contenu deux 
fois arec un reste : mais comme ce reste et les suivants 
vont en diminuant , et que bientôt ils échapperaient 
par leur petitesse , ce ne serait là qu'un moyen méca- 
nique imparfait, d'où Ton' ne pourrait rien conclure 
pour décider si les lignes AC , CB, ont entre elles ou 
n'ont pas une commune mesure : or il est un moyen 
très -simple d'éviter les lignes décroissantes, et -de 
n'avoir à opérer que sur des lignes qui restent toiijours 
de la même grandeur. 

En effet , l'angle ABC étant droit , AB est une tan- 
gente , et AE une sécante menée du même point , de 
sorte qu'on a * AD:AB:: AB:AE, Ainsi dans la se- ♦3a. 
conde opération , où il s'agit de comparer AD avec AB^ 
on peut , au lieu du rapport de AD à AB, prendre 
celui de AB à AE : or AB ou son égale GD est conte^ 
nue deîix fois dans AE avec le reste AD ; donc le ré- 
sultat de la seconde opération est le quotient 2 avec 
le reste AD qu'il faut comparer à AB. 

La troisième opération , qui consiste à comparer AD 
avec AB , se réduira de même à comparer AB oli son 
égale CD avec AE , et on aura encore 2 pour quotient 
et AD pour reste. . 

Delà on voit que l'opération ne sera jamais termi- 
née , et qu'ainsi il n'y a pas de commune mesure entre 
la diagonale et le côté du quarré : vérité qui était déjà 
connue par l'arithmétique ( puisque ces deux lignes 
sont entre elles :: ^/ 2 : i)*, mais qui acquiert un *"' 
plus grand degré de clarté par la résolution géo- 
métrique, 

Scholîe. Il n'est donc pas possible non plus de 
trouver en nombres le rapport exact de la diagonale 
^u côté du quarré ; no^ on peut en approcher tant 



qil'otl waàfà àU mbjétk d(^ la fràcûm oonûatm qui 
est égale i ce rapport. La prmnittre opéralkn a. 
démtf ë p&at ftNitiant i ; la seconde et toutes les autres 
à IHfifiRi donnent « : aiqsi la fraction dont il s'agit 
«t H- 2+ . 

' "+.t4*etc, àTinfim* 
Par ésemple , si pu calcule |;etle fraction jiisquVa 
quatriettie ie»mo inelusiireiiieiit , oo trouve ^e sa 
i^letif est I if ou fô; de sorte fue Jle rapport appre-» 
Aé delà diagonale au e6^ du quatre est :: 4i : !)9« 
On Koutetait un ffppori plus af^roehé en calculant 
1U1 plus grand nombre de termes* 






LIVRE IV. 



LES I^OLTGONEâ RÉGULIERS, 
ET LA MESURE DU CERCLE. 

U N polygone qui est à-la-fois équiangle et équilatëral, 
/ftppèUe pûfygoné réguKer^ 

Il y a des pi>ly||Otieft régtdiert de toiil noilikro dé 
oèiéi. Le triangle équilatéiral eàt celui de treii cAtés ; ^ 

it le qiiatré, celui de quatre. 

PROPOSITION PRËMISRB. 

Déttx polygones réguliers d'un tnêmê nontbfé 
de côtés sont deux figures semblables. 

Soient , par exemple , les deux liexaçoneâ régulière «g. xsg, 
ÂBCDËP y ahcdefi la somme des angles est la mime 
dans Tune et dans Tautrè figure; elle est égale à huit 
aîigles droits \ L'angle A est la sixième partie de «a8,i« 
cette sommé aussi bien que l'angle a; donc les deux 
angles keiû. sont égaux; il en est par oonsëqueiit de 
même dés angles B et by de^ angles G et ^^, eta 

De plus , puisque par la natute de ces polygones 
les cât^s Afi, BG ^ CD, etc. , sont égaux , ainsi que ah^ 
Be,cd, etc. y Û est clair qu^on a les proportioùs AB ; 
aè :: BGibc :: Cî):cd, etc. ; donc les deux figui^ dont 
il s'a^t ont lè^ angles égaux et les cAtés hemelogues 
prdp^énuels f donc elles sont sertibtables *• * dut 9^ 

Ut. 3. 
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Corollaire. Les périmètres de deux polygones ré- 
guliers d'un même nombre de côtés sont entre eux 
comme les côtés homologues, et leurs surfaces sont 
^27,3. comme les quarrés de ces mêmes côtés ^. 

Scholie. L'angle d'un polygone régulier se déter- 
mine par le nombre de ses côtés comme celui d'un 
*2o, I, polygone équiangle *. 

PROPOSITION IL 

THéORÂHE. 

Tout polygone régulier peut être inscrit, dans 
le cercle, et peut lui être circonscrit. 
fig. i56. Soit ABCDE, etc- , le polygone dont il s'agit, ima- 
ginez qu'on fasse passer ime circonférence par les 
trois points A , B , C ; soit O son centre, et OP la per- 
pendiculaire abaissée sur le milieu du côté BG j joignez 
AaetOD. 

Le quadrilatère OPCD et le quadrilatère OPBA 
peuvent être superposés : en effet le côté OP est com- 
mun, l'angle OPCr=OPB, puisqu'ils sont droits; 
donc le côté PC s'appliquera sur son égal PB, et le 
point G. tombera en B. De plus, par la nature du 
polygone, l'angle PCD=PBA, donc GD prendra la 
direction. BA, et puisque CD = BA, le point D tom- 
» bera en A, et les deux quadrilatères coïncideront en- 
tièrement l'un avec l'autre. La distance OD est donc 
égale . à, AO , et par conséquent la circonférence qui 
passe par les trois points A, B, G, passera aussi par 
le point D : mais , par un raisonnement semblable, 
on prouvera que la circonférence qui passe par les 
trois sommets B , G, D, passera par le sommet sui- 
vant E, et ainsi de suite; donc la même circonfé- 
rence qui passe par les points A, B, G^ passe par tous 
les sommets des angles, du polygone, et le pôlygon^. 
est inscrit dans cette circonférence* 
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En second lieu ^ par rapport à cette circonférence 
tous les côtés AB , BG , CD , etc., sont des cordes égales ; 
elles sont donc également éloignées du centre^ ; donc * 8» li 
si du point O , comme centre , et du rayon OP , on 
décrit une circonférence , cette circonférence tou- 
. chera le côté BC et tous les autres côtés du polygone , 
chacun dans son milieu , et la circonférence.sera in- 
scrite dans le polygone , ou le polygone circonà(crit à 
la circonférence. 

Scholie I. Le point O , centre commun du cercle 
inscrit et du cercle circonscrit , peut être regardé 
aussi comme le centre du polygone , et par cette raison 
on appelle cmgle au centre j Tangle AOB. formé pat 
les deux rayons menés aux extrémités d'un même 
côté AB. 

Puisque toutes les cordes AB , BC , etc. , sont égales, 
' il est clair que tous les angles au centre sont égaux , 
et qu'ainsi la valeur de chacun se trouve en divisant 
quatre angles droits par le nombre des côtés du po- 
lygone. 

Scholie II. Pour inscrire un polygone régulier d'un 
certain nombre de côtés dans une circonférence don- 
née, il ne s'agit que de diviser la circonférence en 
autant de parties égales que le polygone doit avoir de 
côtés; car, les arcs étant égaux ^ les cordes AB, BC, %.x5t« 
CD , etc. , seront égales ; les triangles ABO , BOC , 
COD , etc. , seront égaux aussi , parce qu^ik sont équi- 
latéraux entre eux ; donc tous les angles ABC , BCD , 
CDE , etc., seront égaux; donc la figure ABCDE, etc., 
sera un polygone régulier. 

PROPOSITION IIL 

PROBLÂMB. 

Inscrire un quarré dans une circonférence 
donnée. 



>«i^7- Tiret déut démettes ÂG, BD, ^ ëè ewMnt à 

angles droits ; joigpnez les extrémités A , B , O , il , tt la 

'' llgûre ABCD sera le quarré inscrit : ear leê angles 

AOB y BOQ , etc. , étant égaux , les cordes AB , SG , ele., 

sont égaies. 

SeboHe. Le triangle BOG étant rectangle et iseserie, 

fxi,3. ona*BC:B()::i/'2:i; donc le eétè Ai qum'ti inêmt 

e^ au rajrùn tomme la racine gm^réd de % 4H à 

PROPOSITION IV. 

tnscrire un hexagone régulier et un tilangle 
êquilatéral dans une circonférence donnée. 
8g. x5S. Supposons le problème résolu ^ et soit AB un côté 
4e Thexagone inscrit ; si on mené les rayons AÔ, OP, 
Je dis que le triangle AOB sera êquilatéral. 

Cay l'angle AOB est la sixième partie de quatre an- 
gles droits ; ainsi en prenant langle droit pour upité 9 
on aura AQB ==|==:| : les deux autres angles ABO^ 
BAO, <Ju oîême triangle valent ensemble 2 — j ou j , 
et coinp^e ils çont égaux , chacun d eux = j ; donc le 
trjah|[ie ABÔ est êquilatéral ; donc le côté de rhçxa- 
, gane inscrit est %al au rayon. 

{1 suit de là que pour inscrire un hexagone régi^* 
lier dans ^ae circonférence donnée, il faut porter le 
rayon six fois sur la circpnférence , ce qui rain.eAçra 
au mépie poiiit doù pn était parti. 

LTiexagone ABCDEF étant inscrit , si l'on joint îçs 
sommets des angles alternativement, on formera le 
triangle êquilatéral ACE. 

Scholie. La figure ABCO est un parallélogramme et 

même un losange, puisque AB=BC=CO=AOj 

?i4,5« donc * la somme des quarrés des diagonales AC4- 

B0| est égale à la somme des quarrés. des côtés ^^ 



laqn^ "«At 4 ^ ou 4 9d\ t<ttrati«haAt Aé p*ft et 

d*âutre i^, il restera 2[5'=:3 B5*; donc SC:S5*:; 
3:i, ou AC:BO:: 1/^3: i; donc le cote du triangle 
équilatérat inscrit est €a$ rayon cçrmne la racine 
quarrée de 3 est h F unité. 

PROPOSITIOir V. 

PftOBLÂMS. 

Inscrire dans un' cercle donné un (UwgQBfi 
réffiUer^ enmit^ wi peutqgon^ 0l! unpentédér 

Dmseï k myos AO m m^m^Hif ef rnrâm* ffiifui j^^ 
fii{K>imM*} prm(»kcptyleAB(»g^Auplii«fq(«4 lîTs! 
iegiiMii|;OM,etAB«4ral0 e6té du ^tf^agone n^gulitr 
!^ il landm port«r dis^ fois iw la mrcpfiféjrroQf . 

G^ «n joigiiftiit St3 1 iM fi par ccHVtn^tiQii AO: 
OM::OM:AMf m, àcaus^d^ ABsf;=OMt AOiAB 
[::AB:AM; donc les triangles ABO, AMB, ont un 
angle commun Acomprii çgtQB C|5l:# proportionnels ; 
donc ils sont semblables *. Le triangle OAB est isos- *m»5. 
celé , donc le triangle AMB IWt aussi, et on a AB= 
BM : d'ailleurs AB=OM; donc aussi MB = 0M; 
donc le triangle SMO e^ isoseele. 

L'angle AMB, extérieur au «riuigle isi?»cel4 BMO , 
est double de rintérîei|iirQ^$ or laogl^ AMBs=MAB; * 19» >• 
donc le triangle OAB est tel que chacun des angles à 
laba^e, OAB am. OBAt ^^ double 4e lapgle au som- 
mée O; doue ks croîs angles du triangle valeolt ejnq 
fois l'angle O, et ainsi Fan^ O est la cwfuiene 
paitie de deux angles droite , ou la dixième de qua- 
tre : donc l'arc AB est la dixième partie de la cir- 
cK>iiféc»ç0, et ta ç6v4e AB etf k cAftë du décagone 
végulier* 



Corollaire I. Si on joint.de deux en deux les sommets 
du décagone régulier, on formera le. pentagone régu« 
lierACEGI. * 

Corollaire IL AB étant toujours le côté du déca- 
gone^ soit AL le côté de Tliexagone; alors Tare BL 
sera , par rapport à la circonférence , 7 — ~ ou— ; donô 
la corde BL sera je côté du pentédécagbne ou poly- 
gone régulier de i5 côtés. On voit en même temps 
que l'arc CL est le tiers de GB. 

Scholie. Un polygone régulier étant inscrit, si on 
divise les arcs sous-tendus par ses côtés en deux par- 
ties égales , et qu'on tire les cordes des demi-arcs , 
celles-ci formeront un nouveau polygone régulier 
dun nombre de côtés double : ainsi on voit que le 
quarré peut servir à inscrire successivement les po- 
lygones r^uliers de 8 , 16 , 3a, etc. , côtés. De même 
l'hexagone servira ^ inscrire les polygones réguliers 
de 1 2 , ^4 9 48 9 ^tc. , côtés ; le décagone , des polygones 
de âo, 4O9 80, etc., côtés; le pentédécagone , des 
polygones de 3o, 60, 120, etc., côtés (i). 

PROPOSITION VL 

PROBLÂUB. 

fig. 160. Étant donné le polygone régulier inscrit 
ABCD , etc. y circonscrire à la même circonfer 
rence un polygone semblable. 

(i) On a cru long-temps que ces polygones étaient les seuls 
• qui pussent être, inscrits par les procédés de la géométrie élé- 
mentaire^y ou , ce qui revient au même , par la résolution . des 
. équations du premier et du second degré i mais M. Gauss a 
prouvé , dans un ouvrage intitulé DisquisUiones ArithmeUcœ, Lipm 
sice, 1801 , qu'on peut inscrire par de semblables moyens le- po- 
lygone régulier de dix-sept côtés y et en général celui de a'^-^-i 
côtés, pourvu que a'^+x soit un nombre premier. . 



fciVRB IV. Ït8 

Au poin t T, milieu delarc AB , menez la tangente GH, 
rjui sera parallèle à AB ^ ; faites la même chose au milieu * lo » «. 
de chacun des autres arcs BG,CD, etc.; ces tangentes 
formeront par leurs intersections le polygone régulier 
circonscrit GHIK , etc. , semblable au polygone inscrit. 

Il est aisé de voir d abord que les trois points O, 
B, H , sont en, ligue droite, car les triangles rectan*' 
gles OTH , OHN, ont l'hypoténuse commune OH, et 
le côté OT=ON; donc ils sont égaux*; donc *««.»• 
langle TOH = HON, et par conséquent la ligne OH 
passe par le point B milieu de Tare TN : par la même 
raison le point I est sur le prolongement de OC, etc. 
Mais, puisque GH est parallèle à AB et HI à BC, 
langle GHI=ABC *; de même HIK=:BCD, etc.; **^»'. 
donc les angles du polygone circonscrit sont égaux 
à ceux du polygone inscrit. De plus , à cause de ces 
mêmes parallèles, on a GH:AB:: OH:OB, et HI: 
BC::OH:OB; donc GH:AB:: HI:BC. Mais AB=: 
BC,donc GH=HI.Par lamême raison HI=IK, etc. ; 
donc les côtés du polygone circonscrit sont égaux 
entre eux; donc ce polygone est régulier et'Semblable 
au polygone inscrit. 

Corollaire I. Réciproquement ^ si on donnait le 
polygone circonscrit GHIK, etc. , et qu'il fallût tracer 
par son moyen lé polygone inscrit ABC, etc., on 
voit qu il suffirait de mener uuxsommeLs G, H , I, etc. , 
du polygone donné les lignes OG, OH, etc. , qui ren- 
contreraient la circonférence aux points A, B , C , etc. ; 
on joindrait ensuite ces points par les cordes AB, 
BC, etc., qui formeraient le polygone inscrit. On 
pourrait aussi, dans le même cas, joindre tout sim- ' 
plement les points de contact, T, N, P, etc., par les 
cordes TN, NP, etc., ce qui formerait également un 
polygone inscrit semblable au circonscrit* 

Corollaire II, Dong on pwt circonscrire à un 
Doud^ éd. à 
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cercle donné tous les polygones réguliers qu'on «ait 

inscrire dans ce cercle, et réciproquement. 

PROPOSITION VIL 

THEOREME. 

L'aire d'un polygone régulier est égale à son 
périmètre multiplié par la moitié du rayon du 
cercle inscrit, 
fig. i6o. Soît , par exemple , le polygone régulier GHIK , etc. , 
le triangle GOH a pour mesure GH X 7OT, le triangle 
OHI a pour mesure HIX7ON : mais ON=:OTî 
donc les deux U'iangles réunis ont pour mesure 
(GH + HI) X^OT. En continuant ainsi pour les 
autres triangles y^ on verra que la somme de tous les 
triangles, ou le polygone entier a pour mesure la 
somme des bases GH , HI, IK, etc., ou le périmètre 
du polygone , multiplié par 7OT, moitié du rayon du 
cencle inscrit. 

Scholie. Le rayon du cercle inscrit OT n'est autre 
chose que la perpendiculaire abaissée du centre sur 
un des côtés ; on Tappelle quelquefois Xapothême du 
polygone. 

PROPOSITION VIIL 

THEOREME. 

Jjes périmètres des polygones réguliers d'un 
même nombre de côtés sont comme les rayons 
des cercles circonscrits j et aussi comme les rayons 
des cercles inscrits; leurs surfaces sont comme les 
quarrés de ces mêmes rayons, 
fig.t6t. Soit AB un côté de lun des polygones dont il 
ft*agit, son centre, et par conséquent OA le rayon 
du c^cle drconsorit) et OD^ perpendiculaire sur AB| 
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le rayon du cercle inscrit; soit pareillement ab le 
côté dun autre polygone semblable, o son centre, 
oa et od les rayons des cercles circonscrit et inscrit. 
Les périmètres des deux polygones sont entre eux 
comme les côtés AB et ab; mais les angles A et a sont 
égaux comme étant cbacun moitié de Tangle du po- 
lygone ; il en est de même des angles B et b; donc les 
triangles ABO, aboj sont semblables, ainsi que les 
triangles rectangles ADO, ado; donc AB:ab ::A0: 
ao :: J)0: do; donc les périmètres des polygones sont 
eiftre eux comme les rayons AO , ao , des cercles cir* 
conscrits , et aussi comme les rayons DO , do y des 
cercles inscrits. 

Les surfaces de ces mêmes polygones sont entre 
elles comme les quarrés des côtés homologues AB, o^; 
elles sont par conséquent aussi comme les quarrés des 
rayons des cercles ciixîonscrits AO, ao , ou comme les 
quarrés des rayons des cercles inscrits OD, od. 

PROPOSITION IX. 

LBlfUB. 

l'oute ligne courbe oupoîjrgone qui enveloppe 
d'une extrémité à VajUre la ligne convexe AMB 
est plus longue que la ligne enveloppée AMB. 

Nous avons déjà dit que par ligne convexe nous ^ j^^, 
entendons une ligne courbe ou polygone, ou en par- 
tie courbe et en partie polygone, telle qu'une ligne* 
droite ne peut la couper en plus de deux points. Si la 
ligné AMB avait des parties rentrantes ou des sinuo* 
sites, elle cesserait d'être convexe, parce qu'il est aisé 
de voir qu'une ligne droite pourrait la couper en plus 
de deux points. Les arcs de cercle sont eisentielle" 
ment convexes; mais la proposition dont il s'agit main* 
tenant s'étend à une ligne quèlooiiqM qtû remplit te 
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Cela posé, si la ligne AMB n'est pas plus petite que 
toutes celles qui Tenveloppent, il existera parmi ces 
dernières une ligne plus courte que toutes les autres, 
laquelle sera plus petite que ÂMB, ou tout au plus 
égale à AMB. Soit ÂGDEB cette ligne enveloppante ; 
entre lés deux lignes menez partout où vous voudrez 
la droite PQ, qui ne rencontre point la ligne AMB, 
ou du moins qui ne fasse que la toucher; la droite PQ 
est plus courte que PCDEQ; donc, si à la partie 
PCDEQ on substitue la ligne droite PQ, on aura la 
ligne enveloppante APQB plus courte que APDQB. 
Mais, par hypothèse , celle-ci doit être la plus courte 
de toutes; donc cette hypothèse ne saurait subsister; 
donc toutes les lignes enveloppantes sont plus longues 
. que AMB. 
Iig.i63, Scholie. On démontrera absolument de la même 
manière qu'une ligne convexe et rentrante sur elle- 
même AMB, est plus courte que toute ligne qui l'en- 
yelopperaît de toutes parts, soit que la ligne envelop- 
pante FHG touche AMB en un ou plusieurs points, 
soit qu elle l'environne sans la toucher. 

; PROPOSITION X. ^ 

Deux circonférences concentriques étant don- 
néesy on peut toujours inscrire dans laplus grande 
un polygone régulier dont les côtés ne rencontrent 
pas la plus petite y et on peut aussi circonscrire à 
la plus petite un polygone régulier dont les côtés 
ne rencontrent pas la grande; de sorte que dans 
Vun et dans Vautre cas les côtés du polygone dé- 
crit seront renfermés entre les deux circonférences. 
Iîg.xfi4* Soient GA,GB, les rayons des deux circonférences 
données. Au point A men0z la tangente DE termi* 
iiée à la grande circonférence en D et I^ ; inscrives 
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flans la grande circonférence l'un des polygones ré- 
guliers qu'on peut inscrire par les problèmes précé- 
dents, divisez ensuite les arcs sous*tendus par les 
côtés en deux parties égales^ et menez les cordes des 
demi-arcs; vous aurez un polygone régulier dun 
nombre de côtés double. Continuez la bissection des 
arcs jusqu'à ce que vous parveniez à un arc plus petit 
que DBE. Soit MBN cet arc ( dont le milieu est sup- 
posé en B); il est clair que la corde MN. sera plus 
éloignée du centre que DE, et qu'ainsi le polygone 
régulier dont MN est le côté ne saurait rencontrer la 
circonférence dont CA est le rayon. 

Les mêmes choses étant posées, joignez CM et CN 
qui rencontrent la tangente DE en P et Q ; PQ sera le 
côté dVn polygone circonscrit à la petite circonfé- 
rence, semblable au polygone inscrit dans la grande, 
dont le côté est MN. Or il est clair que le polygone 
circonscrit qui a pour côté PQ, ne saïu'ait rencon- 
trer la grande circonférence, puisque CP est moindre 
que CM, 

Donc , par la m^me construction , bu peut décrire 
un polygone régulier inscrit dans la grande circon- 
férence, et un polygone semblable circonscrit à la 
petite^ lesquels auront leurs côtés compris entre les 
deux circonférences. 
^ Scholie. Si on a deux secteurs concentriques FCG, 
ICH , on pourra de même inscrire dans le plus grand 
une portion de polygone régulier, ou circonscrire au 
plus petit une portion de polygone semblable, de sorte 
que les contours des deux polygones soient compris 
entre les deux circoTiférences : il suffira de diviser 
Pare FBG successivement en 2,4)8, i6, etc., parties 
égales, jusqu'à ce qu'on parvienne à une partie plus 
petite que DBE. 

Nous appelons ici portion de poljgone régulier la 
figure terminée par une suite de cordes ég^ales iioscrites 
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dans lare FG d'une extrémité à l'autre. Cette portiqn 
a les propriétés principales des polygones réguliers, 
elle a les angles égaux et les côtés égaux , elie est à-la- 
fois inscriptible et circonscriptible au cercle ; cepen- 
dant elle ne ferait partie d'un polygone régulier pro- 
prement dit, qu'autant que l'arc sous -tendu par un 
de ses côtés serait une partie aliquote de la circon- 
. férence. 

PROPOSITION XL 

TH£OaEM£. 

Les circonférences des cercles sont entre elles 
comme les rayons y et leurs surfaces comme les 
quarrés des rayons. 
fig. i«5. Désignons, pour abréger, par cire. CA la circon- 
férence qui a pour rayon C A ; je dis qu'on aura 
, " circ.CA:ctc.OiB:iCk:0^. 

Car, si cette proportion n'a pas lieu, GA sera à 
OB comme cire. CA est à un quatrième terme plus 
grand ou plus petit que cire. OB : supposons«le plus 
petit, et soit, s'il est possible, CA:0&\: cire. CA: 
être. OD. 

Inscrirez dans la circonférence dont QB est le rayon 
un polygone régulier EFGKLE, dont les côtés ne 
rencontrent point la circonférence dont OD est le 

* 10. rayon *; inscrivez un polygone semblable MNPTSM 

dans la circonférence dont CA est le rayon. 

Cela posé, puisque ces polygones sont semblables , 
leurs périmètres MNPSM, EFGKE sont entre eux 

* 8. comme les rayons CA, OB, des cercles circonscrits % 

et on aura MNPSM : EFGKE :: CA: OB; mais, 
par hypothèse , CA : OB :: cire. CA : eirc. OD; donc 
MNPSM : EFGKE :: eirc. CA : cire. OD. Or, cette 
proportion est impossible, car le contour MNPSM 
* »• ési moindre que cire. CA *, et au contraire EFGKE 
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est plus grand que cire, OD ; donc il est impossible 
que GA soit à OB comme cire, CA est à une circonfé- 
rence plus petite que cire. OB, ou, en .termes plus 
généraux, il est impossible qu'un rayon soit à un 
rayon comme la circonférence décrite du premier . 
rayon est à une circonférence plus petite que la cir- 
conférence décrite du second rayon. 

De là je conclus qu'on ne peut ayoir non plus, GA 
est à OB. comme cire. GA est i une circonférence 
plus grande que cire. OB ; car si cela était, on aurait, 
en renversant les rapports : OB est à GA comme une 
circonférence plus grande que cire, OB est à cire. GA, 
ou, ce qui est la même chose , comme cire. OB est à 
une circonférence plus petite que cire. CA; donc un 
rayon serait à un rayon comme la circonférence dé- 
crite du premier rayon est à une circonférence plus 
petite que la circonférence décrite du second rayon, 
te qui a été démontré impossible. 

Puisque le quatrième terme de la proportion GA: 
OB::eirc.(lK:lL ne peut être ni plus petit ni pliu 
grand que citv. OB , il faut qu'il soit égal à cire* OB; 
donc les circonférences des cercles sont entre elles • 
comme les rayons. 

Un raisonnement et une construction entièrement 
semblables serviront à démonbrer que les surfaces 
des cercles sont comme les quarrés de leurs rayons. 

Nous n'entrerons pas dans d autres détails sur cette 
proposition , qui d'ailleurs est un corollaire de la sui- 
vante. 

Corollaire. Les arcs semblables AB , DE , sont H- >^ 
comme leurs rayons AG , DO, et les secteurs sembla- 
Ues AGB , DOS , sont comme les quarrés de ces mêmes 
rayons. 

Car, puisque les arcs sont semblables, langle G 
est égal à Tangle O*; or l'angle C est à quatre angles *^'J^ 
droits comme lare AB est à la circonférence entière 
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* '7» >• décrite du rayon AC *, et Tangle O est à quatre angle* 
droits comme l'arc DE est à la circonférence décrite 
du rayon OD; donc les arcs AB, DE, sont entre eux 
comme les circonférences dont ils font partie : ces cir- 
conférences sont comme les rayons AC, DO, donc 
arcAB:arcT}E::AC:BO. 

Par la même raison les secteurs A.CB, DOE, sont 
comme les cercles entiers , ceux-ci sont comme les 
quarrés des rayons; donc sect. AGB :sect. DOÉ«: 

i\c': DO- 
PROPOSITION XII. 

THEOASME. 

Vdim du cercle est è^le au produit de sa 
circonférence par la moitié du rayon. 

Désignons par surf. CA la surface du cercle dont le 
rayon est CA; je dis qu'on aura surf. CA=-^CAx 
cire. CA, 
fig.176. Car si -j CA X cire. CA n'est pas Taire du cercle dont 
CA est le rayon, cette quantité sera la mesure d'un 
cercle plus grand ou plus petit. Supposons d'abord 
quelle est la mesure d'un cercle plus grand, et soit, 
s'il est possible, 7 CAx^^V^. CA= surf. CB. 

Au cercle dont le rayon est CA circonscrivez un 
polygone régulier DEFG, etc. , dont les côtés ne ren- 
• 10. contrent pas la circonférence qui a CB pour rayon * ; 
la surface de ce polygone sera égale à son contour 
•7. DE + EF+FG-fetc. multiplié par^AC*:mais le 
contour du polygone est plus gràfid que la circon- 
férence inscrite, puisqu'il Tenveloppe de toutes parts; 
donc la surfate du polygone DEFG, etc., est plus 
grande que 7 AC X cire. AC , qui , par hypothèse , est la 
mesure du cercle dont CB est le rayon ; donc le poly- 
gone serait plus grand que le cercle. Or au contraire 
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îl est plus pfïtlt, puisqu'il y est contenu; donc îl est 
impossible que ^- CA X cire. CA soit plus grand que 
surf, CA, ou, en d'autres termes, il est impossible que 
là circonférence d'un cercle multipliée par la moitié 
de son rayon soit la mesure d'un cercle plus grand. 

Je dis en second lieu que le même produit ne peut 
être la mesure d'un cercle plus petit; et, pour ne pas 
changer de figure, jfe supposerai qu'il s'agit du cercle 
dont CB estJe rayon; il faut donc prouver que-^CB 
X cire. CB ne peut être la mesure d un cercle plus 
petit, par exemple, du cercle dont le rayon est CA. 
En effet, soit, s'il est possible, -^CBxe^iVc. CB = 
surf. CA. 

Ayant fait la même construction que ci-dessns, la 
surface du polygone DEFG ,- etc. , aura pour mesure 
(DE -4- EF + FG4- etc.) X 7CA; mais le contour 
DE + EF +EG4-etc., est moindre que cire, CB 
qui l'enveloppé de toutes parts ; donc l'aire du poly- 
gone est moindre que 7 CA X f?w. CB , et à plus forte 
raison moindre (Jue | CB x cire. CB. Cette dernière 
quantité est,' par hypothèse, la mesure du cercle dont 
CA est le rayon; donc le polygone serait .moindre 
que le cercle inscrit, ce qui est absurde; donc il est 
impossible que la circonférence d'un cercle, multi- 
pliée par la moitié de son rayon , soit la mesure d'un 
cercle plus petit. 

Donc enfin la circonférence d'un cercle multipliée 
par la moitié de son rayon est la mesure de ce même 
cercle. 

Corollaire I. La surface d'un secteur est égale à lare fig. i6«. 
de ce secteur multiplié par la moitié du rayon. 

Car le secteur AClB est au cercle entier comme 
lare ASÏB est à la circonférence entière ABD *', ou • 17, a. 
comme AMBX7AG est à ABDX7AG. Mais le cercle 
entier=ABDxiAC; donc le secteur ACB a pour 
mesure AMBxtAC, 
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Corollaire IL Appelons i: la circonfërence dont le 
diamètre est lunité ; puisque les circonférences sont 
comme les raypns ou comme les diamètres , on pourra 
faire cette proportion : le diamètre i est à sa circonfé- 
rence TT comme le diamètre aCA est à la circonfé- 
rence qui a pour rayon CA; de sorte qu'on aura 
fig.iSji. I zir:: aCA : cire. CA; donc cire. CA = 2 iir X CA. 
Multipliant de part et d'autre par \ CA, on aura 

7CAX.WV. CA=rirxCA, ou surf. CA=ic. CA; 
donc la surface (fun eerch est égale au produit du 
quarré de son rajron par le nombre constant ir, qui 
représente la circonférence dont le diamètre est t, ou 
le rapport de la circonférence au diamètre. 

Pareillement la surface du cercle qui a pour rayon 

OB sera égale à tc x OB*; or ir X CA : tt X OB: : 

CA : OB ; donc les surfaces des cercles sont entre elles 
comme les quarrés de leurs rayons , ce qui s accorde 
avec le théorème précédent. 

Scholie. Nous avons déjà dit que le problême de la 
quadrature du cercle consiste à trouver un quarré égal 
en surface à un cercle dont le rayon est connu; or on 
vient de prouver que le cercle est équivalent au rec- 
tangle fait sur la circonférence et la moitié du rayon, 
et ce rectangle se change en quarré en prenant une 
* pr. 6 , moyenne proportionnelle entre se& deux dimensions^: 
Ur. 3. aiusi le problême de la quadrature du cercle se ré- 
duit à trouver la, circonférence quand on connsut le 
rayon /et pour cela il suffit de connaître le rapport 
de la circonférence au rayon ou au diamètre. 

Jusqu'à présent on na pu déterminer ce rapport 
que dune manière approchée; mais Vapproximation 
a été poussée si loin , que la connaissance du rapport 
exact n aurait aucun avantage réel sur celle du rap- 
port approché. Aussi cette question, qui a beaucoup 
occupé les géomètres lorsque les méthodes d approxi- 
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iiiation étaient moins connues, est maintenant relé- 
guée parmi les questions oiseuses dont il n'est permis 
de s'occuper (]u*à ceux qui ont à peine les premières ^ 
notions de géométrie. 

Archimede a prouvé que le rapport de la circon- 
férence au diamètre est compris entre 3^ et 3y^} 
ainsi 3^ ou V* ^^^ ^^^ valeur déjà fort approchée du 
nombre que nous avons représenté par ir, et cette 
première approximation est fort en usage, à cause de 
sa simplicité. Métius a trouvé poiu: le même nombre 
la valeur beaucoup plus approchée ffl. Enfin la va- 
leur de 77, développée jusqu'à un certain ordre de . 
décimales, a été trouvée par d^autres calculateurs 
3,i4iS9!26535897932, etc., et on a eu la patience de 
prolonger ces décimales jusqu^à la cent vingt-septiemc 
ou même jusqu'à la cent-quarantième. Il est évident 
qu^une telle approximation équivaut à la vérité ^ et 
qu^pn ne connaît pas mieux les racines des puissance^ 
imparfaites. 

On expliquera, dans les problâmes suivants, deuic 
des méthodes élémentaires les plus simples pour obte- 
nir ces approximations. 

PROPOSITION XIII. 

PROBLBMB, 

Étant données les surfaces cVun polygone ré- 
gulier inscrit et d*un poljrgone semblable cir- 
conscrit ^ trouver les surfaces des polygones ré* 
guliers inscrit et circonscrit d*un nombre de côtés 
double. 

Soit ÂB le côté du polygone donné insorit, £F fig.169; 
paraUele à AB, celui du polygone semblable circon- 
scrit, G le centre du cercle; si qn tire la corde AM et 
1^ tengentes AP, BQ, la corde AJtt serfi lé côté du 
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polygone inscrit d'un nombre de côtés double , et 
PQ double de PM sera celui du polygone semblable 
• 6. circonscrit *. Cela posé, comme la même construction 
aura lieu dans les différents angles égaux à ACM, il 
suffit de considérer l'angle ACM seul , et les triangles 
qui y sont contenus seront entre eux comme les poly- 
gones entiers. Soit A la surface du polygone inscrit 
dont AB est un côté, B la surface du polygone sem- 
blable circonscrit , A' la surface du polygone dont 
AM est un côté, B' la surface du polygone semblable 
circonscrit; A et B sont connus, il s'agit de trouver 
A'etB'. 

1® Les triangles ACD, ACM, dont le sommet 
commun est A, sont entre eux comme leurs bases 
CD, CM; d'ailleurs ces triangles sont comme les po- 
lygones A et A' dont ils font partie ; donc A : A' : : 
CD: CM. Les triangles CAM, CME, dont le sommet 
commun est M, sont entre eux comme leurs bases 
CA, CE; ces mêmes triangles sont comme les poly- 
gones A' et B dont ils font partie ; donc A' : B : : GA : CE. 
Mais à cause des parallèle^ AD, ME, on a CD: CM:: 
CA:CE; donc A:A'::A':B; donc le polygone A', 
- l'un de ceux que l'on cherche , est moyen propor- 
tionnel entre les deux polygones connus A et B , et on 

a par conséquent A'= \/A X B. 

â^ A cause de la hauteur commune CM , le trian- 
gle CPM est au triangle, CPE comme PM est à PE ; 
mais la ligne CP divisant en deux parties égales 
17. 3. l'angle MCE, on a* PM:PE::CM:CE::CD:CA:: 
A: A'; donc CPM: CPE:: A: A', et par suite, CPM: 
CPM+CPE, ou CME::A:A+A'. Mais CMPA 
ou 2CMP et CME sont entre eux comme les poly- 
gones B' et B dont ils font partie; donc B':B:: 
aA:A-f-A'. On a déjà déterminé A'; cette nou* 
vdle prQ^oTtion déterminera B', et on aura B'rs: 
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■TTT^j donc, au moyen des polygones A et B, il est 

facile de trouver les polygones A' et B' qui ont deux 
fois plus de côtés* 

PROPOSITION XIV. 

« 

PROBIiâlCS. 

Trouver le rapport approché de la circonfé- 
rence au diameti^. 

Soit le rayon du cercle = i , le côté du quarré 
inscrit sera V^2,*y celui du quarré circonscrit sera 
égal au diamètre a; donc la surùce du quarré ins- 
crit =i= 2, «t celle du quarré circonscrit := 4* Mainte- 
nant, si on fait A=â et B=±:49 on trouvera par le 
problème précédent l'octogone inscrit A'=|/8=: 

2,828427 1 , et l'octdgone circonscrit Vz=z——^=z 

3,3 137085. Connaissant ainsi les octogones inscrit 
et circonscrit, on trouvera par leur /moyen les po- 
lygones d'un nombre de côtés double ; il faudra de 
nouveau supposer A=2,8a8427ij B=: 3,3 13708$, et 

on aura A'=V/TxB=3,o6i4674, et B' = ^^ 

=^3,1825979. Ensuite ces polygones de 16 côtés ser- 
vîronj; à connaître ceux de 32, et on continuera ainsi 
jusqu'à ce que le calcul ne donne plus de différence 
entre les polygones inscrit et circonscrit, au moins 
dans l'ordre de décimales auquel on s'est arrêté, qui 
est le septième dans cet exemple. Arrivé à ce point, 
on conclura que le cercle est égal au dernier résultat, 
car le cercle doit toujours être compris entre le po- 
lygone inscrit et le polygone circonscrit; donc si 
ceux-ci ne différent point entre eux jusqu'à un certain 
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ordre de décimales, le cercle n^en différera pas non 
. plus jusqu^au même ordre. 

Void le calcul de ces polygones prolongé jusqu'à 
ce qu'ils ne différent plus dans le septième ordre de 
décimales. 



N'ombre des cdt^s. Polygone iiucrit. Polygone circonscrit. 

4 • 2,0000000 4>ooooooo 

8 .. 2,8284271 3,3i37o85 

16 3,0614674 3,1826979 

32 3,i2i445i • 3)^^^7249 

64 3,i365485 3,i44tî84 

198 3,i4o33ix 3,i4asiA36 

aS6 3,1412772^ 3,1417504 

5x2 3,x4i5i38 3,i4i63ai 

X024 3,14^5729 . • . . ^ • 3,1416025 

9048 3,i4i5877 ...... 3,i4i595i 

4096 3^x415914 3,1415933 

8192 •...^. 3,1415923 3,1415928 

i6384 3,1415925 3,1415927 

32768 3,1415926 ...... 3,1415926 

De là je conclus que la surface du cercle =: 
3,1415926. On pourrait avoir du doute sur la der- 
nière décimale à cause des erreurs qui yiennenc des 
parties négligées; mais le calcul a été fait avec une 
décimale de plus , pour être sûr du résultat que nous 
venons de trouver jusque dans la dernière déciinale. 

Puisque la surface du cercle est égale à la demi- 
circonférence multipliée par le rayon, le rajon étant 
I, la demi-circonférence est 3,1415926; ou bien le 
diamètre étant i, la circonférence est 3,i4i5926; 
donc le rapport de la circonférence au diamètre dé* 
signé ci«dessus par I7=3|i4x5926. 



PROPOSITION XV. 

LBUHE, 

Le triangle CAB est équivalent au triangle isoscele DCE, ^* 170^ 
qui a le même angle C , et dont le côté CE égal à CD est 
moyen proportionnel entre CA et CB. De plus , si t angle, 
CAB e^r fl?n>ï>, la perpendiculaire CF abaissée sur la base 
du triangle isoscele , sera moyenne proportionnelle entre le 
côté CA et la demi:'Somme des côtés CA , CB. 

Car, I® à cause de l'angle commun C, le triangle ABC est 
au triangle isoscele DCE comme AC X CB est à DC X CE on 

— — a 

DC*; donc ces triangles seront équivalents, siDC=AC * a4, 3. 
XCB, ou si DC est moyenne proportionnelle entre AC 
et CB. 

a** La perpendiculaire CGF coupant en deux parties égales 
l'angle ACB, on a* AG:GB::AC:CB,d'oàrésulte,cam«o- •,. 3 
nendo, AG:AG+GB ou AB::AC: AC + CBi mais AG 
est à AB comme le triangle ACG est au triangle ACB oa 
aCDF; d'ailleurs , si l'angle A est droit , les triangles rectan-' 
gîes ACG, CDF, seront semblables, et donneront ACG: 

CDF::Âc":Cf', donc, 

AC*:aCF*::AC:AC-f.CB. 

Multipliant le second rapport par AC , les antécëdenés de- 

Tiendront égaux, et on aura par conséquent aCp'zriACx 

(AC+CB), ou c5=ACxr-— ^\ donc a« si l'angle 

A est droit, la perpendiculaire CF sera moyenne propor- 
tionnelle entre le côté AC et la demi-somme des côtés 
AC,CB. 

PROPOSITION XVI. 

PAOBIiixB. 

Trouver un cercle qui diffère aussi peu qu 'on voudra d'un 
polygone régulier donné* 
Soit proposé^ par exemple, le (luarréBHNPjabaliieïda flg. lyi^ * 
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centre C la perpendiculaire CA sur le côté MB, et joignez 
CB. 

Le cercle décrit du rayon CA est inscrit dans le quarré, 
et le cercle décrit du rayon CB est circonscrit à ce même 
qiiarré ; le premier sera plus petit que le quarré , le second 
* sera plus grand ; mais il s'agit de resserrer ces limites. 

Prenez CD et CE égales chacune à la moyenne propor- 
tionnelle entre CA et CB , et joignez ED ; le triangle isoscele 
*St, CDE sera équivalèni; au triangle CAB*; jfaites de même pour 
chacun des huit triangles qui composent le quarré , vous 
formerez ainsi un octogone régulier équivalent au quarré 
BMNP. Le cercle décrit du rayon CF, moyen propor- 

^^ CA+CB . j „ 

tionnel entre CA et , sera inscrit dans 1 octogone , et 

le cercle décrit du rayon CD lui sera circonscrit. Ainsi le 
premier sera plus petit que le quarré donné et le second 
plus grand. 

Si on change de la même manière le triangle rectangle 
CDF en un triangle isoscele équivalent , on formera par ce 
moyen Un polygone régulier de seize côtés, équivalent au, 
quarré proposé. Le cercle inscrit dans ce polygone sera plus 
petit que le quarré, et le cercle circonscrit sera plus grand. 

On peut continuer ainsi jusqu'à ce que le rapport entre 
le rayon du cercle inscrit et le rayon du cercle circonscrit 
ditïere aussi peu qu'on voudra de l'égalité. Alors l'un et 
Tautre cercle pourront être regardés comme équivalents au 
quarré proposé. 

Scholic. Voici à quoi se réduit la recherche des rayons 
successifs. Soit a le rayon du cercle inscrit dans l'un des 
polygones trouvés , b le rayon du cercle circonscrit au même 
polygone; soient a' et à' les rayons semhlables pour le por 
lygone suivant qui a un nombre de côtés double. Suivant ce 
que nous avons démontré , b' est une moyenne proportion- 
nelle entre a et b^ et a' est une moyenne proportionnelle 

a-4-b . 

' entre a et j de sorte qu'on aura b'=:)/aXbj et a'zz: 



y r?x } donc les rayons a et b d'un polygoue étant 



-eoiuiiu, oa «bi contint facUemenl Us rayons a^ tti^ da, po« 
lygome suivant : et on continuara ainsi josqu'à ce que la 
différence entre lés deux rayons soit devenue inscnsiblei 
alors Tan .on l^antre de ces rayons s^ra le rayon du cercle 
équivalent au quarré ou au polygone proposé. 

Cette méthode est facile à pratiqiier en li^es , puiaqpM 
die se réduit à trouver des moyennes proportionnelles sue* 
cessives entre des lignes connues ; mais elle réuMÎt encore 
mieux en nombres , et c'est une des plus comnodes que la 
géométrie élémentaire puisse fournir ponr trouver promp* 
tement le rapport approché de la circonférence au diamètre. 
Soit !é côté du quarré m , le premier rayon inscrit GA sera 
I , et le premier rayon circonscrit CB sera \/a on i,4>4>t36. 
Faisant donc a = x, 6= 1,4 1421 36,' on trouvera ^r= 
1,1892071', et a' = 1,0986841- Ces nombres serviront à 
calculer les suivants d'après la loi de continuation. 

Voici le résultat du calcul fait jusqu'à sept ou huit chiffret 
par les tables de logarithmes ordinaires. 

lUyons to cercles cbconicrlu* Rayons eu ccrckf iatcrUs, 

I,4l4^i36 1,0000000. 

1,189107 1 1,098684 1. 

i,i43o5oo i»iaio86'i. 

r,x32oi49 1,1265639. 

1,1292862 • 1,1279257. 

1,1286063 1,1282657. 

Ma^ltenant que la première moitié des chifires est la 
même des deux côtés , on pourra , au lieu des moyens géo* 
métriques , prendre les moyens arithmétiques , qui nVn dif* 
ferent que dans les décimales ultérieures. De cette maniera 
Topéralion s'abrège beaucoup , et les résultats sont : 

1,1284360 x,i2835o8. 

1,1283934 •••• 1,1283721. 

1,1283827 1,1283774. 

i,i2838oi X, 1283787* 

1,1283794 X, 1283791. 

1,1283792 • I * f . . . • X|i283792. 

Douz^éd. 9 
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' Ooitc 1,1283792 est à trèff-pett pré* l«iiq^o»dtt«tnlt 
égal «n surface au quatre êont le eàté est 2. De là il tat (in 
cÔe de trouTer le rapport de la circonféfenee au diamètre 7 
tkr on a démontré que la surface du oerdé est égûlt au 
quarré de son rayon multiplié par le nonbi*e ir ; donc, lî 
a«i ditise la surface 4 par le quarré de i,i%&'i'jg% ^ ou aura 
la taleur de ic^ qui se trouva par ce calcul de S^i 41 SgaOi ete«t 
«irtumç on Ta trouirée par une autre métliode. 



APPENDICE AU LIVRE IV. 

^ DSFINITIONS. 

I. \Jn appdie mdofitnum la quantité la plus grande entra 
toutes celles de la même espèce ; minimum la pthia petite. 

Ainsi le diamètre du cercle est un maximum entre toutes 
les lignes qui joignent deux points de la circonférence , et 
la perpendiculaire est un minimum entre tout» lés droites 
menées d*un point donné à une ligne donnée. 

n. On appelle figures isopénmetres celles qui ont àt% pé- 
rimètres égaux. 

PROPOSITION PREMIERE. 

THBOEEME. 

Entre tous les triangles de même base et de même péri- 
mètre , le trtangle maximum est celui dans lequel les deux 
côtés non déterminés sont égaux. 

«g. i?»' Soit AC = CB , et AM + MB z= AC + CB ; je dis que le 
triangle isosccle ACB est plus grand que le triangle ABIH 
qui a même base et même périmètre. 

Du point C , comme centre , et du rayon CA=î CB , dé- 
crivez une circonférence qui rencontre CA prolongé en D ; 
joignez DB; et l^angle DBA ^ inscrit dans le demi -cercle 9 

• tS, a- *«'^* ^" •^^g^* ^^^^ *• Prolongez la perpendiculaire DB vers 
N, faites MN:=MB , et jotgneas AN. Enfin des poinU M et C 
àbêiêêeâ UP et €0 f parpcàdivitltfiref aur 1>% Ihdi^na CB a 
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^ et lÉ!ri:=:1tlB; on à AC + Câ=r AD, et JiM + ttB== 
AM+MK. Mais AC+CB=éÀM+MB; donc \D==AM-f. 
Itfl iioiié m > AN : or si l'obliqué AD est pins gi'ande qnft 
robte<(iié AK , tUè doit être pins éloignée de la pefpendittt- 
laireAfi; donc DB>BN; donc BG, qui est moitié de BD*^, *is,i4 
sera pins grande qtxe BP moitié d« BU. Mais les triangles 
ABC , ABM , qui ont môme base AB , sont entre eux comme 
lenrs Jiauteurs BG, BP; dotio, puisqu'on a BG>BP, le tri- 
angle isoscele ABC est plus grand que le non-isoscele ABM 
d« mèm^ bitte et de même périmètre. 

PROPOSITION IL 

TKBOEâME. ^ 

Entre tous les polygones isopérùnetres et d*un même ' 
nombre de cités , celui qui est un maximum a ses côtés 
égaux. 

Car soit ABCDEF le polygone maximum; si le côté BC *«• «î^. 
n'est pas égal à CD, faites sur la base BD un triangle isos- 
cele liOD qui soit isopérimetre à BCD , le triangle BOD sera 
plus grand que BCD * , et par conséquent le polygone * p» «« 
ABOÈi!EF sera plus grand que ABCDEF ; donc ce dernier 
né itérait pas le maximum entre tons ceux qui ont le même 
périmètre et le même nombre de côtés » ce qui est contre la 
supposition. On doit donc avoir BC = CD : on aura par la 
même raison CD =;D£, D£= £F, etc. ; donc tous les côtés 
du polygone maximum sont égaux entre eux. 

..PROPOSITION III. 

THBOEBME, 

De tous les triangles formés avec deux côtés donnés Jai- 
sant entre eux un angle à volonté , le maximum est celui 
danà lequel tes deux côtés donnés font ufi angle droit, 

àolent les deux trîangles BAC , BAD , qui ont le côté AB H *ilU 
commun , et le côté AC == AÏ) ; si Tangle BAC est droit , je 
dié qtte le triangle BAC sera plus grand que le triangle BAÔ/ 
daiiâ lequel Tanglti en A est aigu ou obtus* 
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Car la b^se AB étimt la même, les deux trian^At BA€, 
BAD , sont comme les bautetirs AG , DE : maif la per- 
pendiculaire DE est plus courte que Toblique AD on sqa 
égale AC ; donc le triangle BAD est plus petit que BAC ' 

PROPOSITION IV. 

tHBORÂMS. 

De tous les polygones formés avec des edte's donnés et un 
dernier à volonté, le maximum doit être tel que tous ses 
an^es soient inscrits dam une demi" circonférence dont le 
côté inconnu sera le diamètre. 

fig. 175. Soit ABCDEF le plus grand des polygones formés avec 
les côtés donnés AB , BC , CD , DE , EF , et un dernier AF 
à volonlé ; tirez les diagonales AD , DF, Si Tangle ADF 
n^était pas droit, on pourrait, en conservant les parties 
ABCD,DEF, telles qu'elles sont, augmenter le triangle 
ADF, et par conséquent le polygone entier, en rendant 
l'angle ADF droit , conformément à la proposition précé- 
dente ; maïs ce polygone ne peut plus être augmenté, puis- 
qu'il est supposé i>arvcnu à son maximum ; donc Tangle 
ADF est déjà un angle droit. Il en est de même des angles 
ABF, ACF, AEF; donc tous les angles A, B, C,D,E,F, 
du polygone maximum sont inscrits dans une demi>cîrcon- 
férence dont le côté indéterminé AF est le diamètre. 

SchoUe, Cette proposition donne lieu a une question ; sa- 
voir , s'il y a plusieurs manières de former un polygone avec 
des côtés donnés , et un dernier inconnu qui sera le diamètre 
de la demi- circonférence dans laquelle les auttbs côtés sont 
inscrits. Avant de déeider cette question , il faut observer 
que si une même corde AB sous -tend des arcs décrits de 

tïf^, 176. différents rayons AC , AD , l'angle au centre appuyé sur 
cette corde sera le plus petit dans le cercle dont le rayon 
est le plus grand ; ainsi ACB< ADB. En effet l'angle ADO 

♦«7,1. =ACD + CAD*î donc ACD<ADO, et en doublant de 
part et d'antre on aura ACB < ADB* 



fig. 175. 
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PROPOSITION V. 

THBOABXB. 

// «y a qu^une manière déformer le polygone ABG3EF, 
nfec des eétéé donnés a un dernier inconnu qui soit le dia- 
juwtredela denù-drcanférence dans laquelle les autres câtés 
tontinsmts. 

Gbt, soppoicms qu'on a tfônvé un cercle qui salisfaise à 
la queftttoti ; si on prend un cerde pins grand , les cordes 
AB, BC, CD , etc. , répondront à des angles au centre plus 
petits* La somme de ces angles au centre sera donc moindre 
que deux angles droits; «insi les extrémités des c6l«s 
domiés n^aboatironl plus aux extrémités d'un dîafraeti*e, 
Uineompénient contraire aura lieu si on prend un cercle 
piis petit; donc le polygone dont il s'agit ne peut être 
inscrit que dans un seul cercle. 

Snûtolie, On peut changer à volonté Tordre des côtés AB , 
fiC, G)^ etc. , et le diamètre du cercle circonscrit sera tou- 
jours le même , ainsi que la surface du polygone ; car , quel 
qae soit Tordre des arcs AB, BC9 etc. , il suffit que leur 
somme £a$se la demi- circonférence , et le polygone aura 
toujours la même surface , puisqu'il sera égal au demi- 
cercle moins les segments AB, BC, etc., dont la somme 
est toujours la même. 

PROPOSITION VI. 

TQEOBÂMB. 

De tous les polygones formés avec des côtés donnés , le 
attimnw est càni qu'on peut inscrûe dans un cercle. 

Soit ABGBEF6 le polygone inscrit, et ahedrfg le non- ^- <^^ 
in&criptible formé avec des côtés égaux , en sorte qu*ou ait 
kJàznah, BCsr&c^ etc.; je dis que le polygone inscrit est 
plas'grand que l'autre. 

Tirez le diamètre EBI; joignez AM, Mfi; sur abzzzUi 
faites le triangle abm égal à ABM, et joignez ern*^ 

En vertu de k proposition IV, le poly^^ne EFGAM est 
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plui grand que efgam, à moins que oelui-d ne pnisie Atn 
pareQlement intctit dans i^ie deiiii-cire|>nférence dont le 
côté em serait le diamètre , anquel cas les deux polygonei 
seraient égaux en vertu de la proposition Y. Par la même 
raison le polygone EDCBM est pins grand que edcbm , sauf 
la même exception oi^ il y aurait égalité. Bane le polygone 
epUe? £;FGAiM[BCD£ est plus grand que ^ggiun^ede, à »«ias 
qu'ils ne soient eqtierement égaux : mais ils n* le aonl pas» 
puisque l'un est inscrit dans le cercle , et que Tanlre eit 
suj^sé non-înscriptible; donc le polygone inscrit «stle 
plus grand. Retrandbant de part et d'autre les trianglei 
égaux ABM , abm , il restera Je polygone inscrit ABCD£Ptt 
plus grand que le non*inscriptîble abcdefg, ' ^ 

Schaité. On 4éinontrera , comme dans la propoaitton V, 
qu'il ne peut y avoir qu'un seul Geijcle, et par conséqueat 
qu*un seul polygone maximum qui satisfasse à la queslÎQiit 
^ce polygone serait encore de m^M surface, de qqëîpf 
manière qu^on changeât l'ordre de ses o6«és. 

PROPOSITION VIL 

T B É O & s M s. 

Le polygone régulier est un maximum énire tout l^pofy- 
gones iscpérimetres et d*un m^me nombre de cdiés. 

Car, suivant le théorème H , le polygone maximum a teas 
ses côtés égaux ; et, suivant le théorème précédent , il est m* 
scriptible dans le. cercle \ donc ce poly^oi^e est régulier. 

PROPOSITION VIIL 

L B M X B. 

Dei^ €^klf «ui. centre , mesurés dans deux oejnoles d^t 
rents, sont enire e^ux comme les arcs çotnpris dhisés par 
i^urs rayons. 

*f • .*7^' Ainsi l'angle C est à l'angle O comme le rapport -— — ^t 

DE 
au rapport^. 

Wm rayon OF ég^ à AC déorima l'aos iiGooftprii mW 



k|o^4ftOQ, pB, proUnf é»; è^ cause de» rayons égaw àjC , 
OF, on aura d'abord C : O ; : AB :FG % ou : : ^:-=7r. «Ws * i7- 

i atttfla des arcs MnAkUaaFO, OË, on a* FG:DE:sFp: «»« 

FG DE 

DO; donc le rapport =— est égal au rapport ■jrjr-ï «t on a 

V ^ ^ AB DE 
^çoMéqucntC:0::— ^: — -. , 
A.C4 ij\j 

PROPOSITION IX, 

THBOtlâMS. 

Die deux, pçiygtmes réguUitrt Uopénnrnttes, celtU qwi « l^ 
plus grand nombre de côtés est le plus grand. ^ 

Soit DE le demi^i^é df Tun des pçlyg^nes , O son centre, ig. 19^ 

DE son apoth^e; soit AB le demi-côté de l'autre polygone, 

C son centre, GB son apothème. On suppose les centres O 

et C situés à une distance quelconque OC , et les apothèmes, 

0£, CB, dans la direction OC : ainsi DOÇ et ACB seront 

Us demiHiQgles au centre des xM>lygones , et comme ces fn- 

g|es ne aont pas égaux, les lignes CA 1 OD , prolongées, |$ 

rencontreront en un point F ; de ce point abaissez sur 0(J 

la perpendiculaire FG ; deji points Q et C , comme centres ^ , 

décrives les arcs GI, GH, tenninés aux côtés OF, CF. 

f I r*ïf 

Cela posé , on aura par le lemme précédent O : C : : — ^ : ; 

OG CO 

mais DE est au périmètre du prçi^i^ polygone eaasai^ ^ 

l'angle O est à fuaure angles droks , et AB est au périm^tr^ 

du saooud comme l'angle £ est à quatre angles droits i .diliKt 

p«is^>ie les périmètres des polygmea %ont égai», D¥ : AJK . 

GI GH 
:: 0:C, o^I^E: AB :: ~- :-— ;. MuïtîpKan^ les antécédents 
OG CG 

par.OGetlaseoBséquentaparCO, onauraDExOGiABX 

€Gt: GI : GH. Mais les triang^ semblables ODE, Oi^y 

donnent OE : OG::D£ : FG, d'ck» résulte DExOGssOB 

XFG; on aura demème ABxCG = CBxFG; donc OEX 

FG : CB X FG :: GI:GH, ou OE : CB :: GI fGH. Si donc 

on fait Toir que Tare GI est plus grand que l'arc GH , il 

s'en suivra que l'apothème OE est plus grand que CB. 



î)e l'autre ràté de CF soit faite )a iigure G3Lr enâèi*eiiient 

éçale à la figure CGor, de sorie qu'on ait CK.=CG, Tangle 

HCK-srHCG , et l'arc K^rz â<; ; la courbe K.rG envelop- 

^ pera Tare RH6 , et sera plils grande que cet arc *. Bope Qx, 

moitié de la courbe, est plus grande queGH moitié de l'arc; 

donc , à plus forte raison , GI est plus grand que GH. 

Il résulte de là que l'âpothèrae 0£ est plus grand que CB : 

^ mais les deux polygones ayant même périmètre sont entre 

^* eux comme leurs apothèmes * ; donc le polygone qui a pour 

demi* côté D£ est plus grand que celui qui a pour demi>-c6f é 

AB : le premier a le plus de côtés , puisque son angle au 

centre.estje plus petit; donc de deux polygones réguliers iso- 

périmètres, celui qui a le plus de c6tés est le ^ilus ^nd. 

PROPOSITION X. 

THEOREME. 

*jr. iSo» ^^ cercle est plus grand que tout polygone ùopérimetre* 
Il est déjà prouvé que de tous les polygones isopérîmetres 
et d'un même nombre- de côtés le polygone régulier est le 
plus grand ; ainsi il ne s*agit plus que de comparer le cercle 
à un polygone régulier quelconque isopérimetre. Soit AI le 
demi-côté de ce polygone , C son centre. Soit dans le cercle 
isopérimetre l'angle DO£r=:ACI, et conséquemment l'arc 
D£ égal au demi - côté AI. Le polygone P est au cercle C 
^ônlme le triangle Ad est au seoteur OD£ ; ainsi on aura 
P:C::|AlxCI:iDExO£::a:OE. Soît menée au poini 
£ la tangente £G qui rencontre OD prolongé en G ; lot tri-* 
«ngles semblables AGI , 00£ , donneront la proportion C3Lz. 
0£::AIouD£:G£;doncP:C::D£:G£, ou comme D£x 
\ 0£ qui est la mesure du secteur BO£ est à G£xiO£ qui 
eatia mesure du triangle 60£ : or le secteur est pbts petit 
«foe le triangle; donc P est plus petit que C ,.donc le cerole 
est plus grand que tout polygone isopérimetre* 
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LES PLANS ET LES ANGLES SOLIDES. 

DEFINITIONS. 

I. Une ligne droite est perpendiculaire a wi pkui^ 
lorsqu'elle est perpendiculaire à toutes les droites qui 
passent par son pied dans le plan *. Réciproquement « pr.i* 
le plan est perpendiculaire à la ligne. 

1a pied de la perpendiculaii*e est le point où cette 
ligne rencpntre le plan. 

IL Une ligne est parallèle a tin plan y lorsqu'elle 
ne peut le rencontrer à quelque cUstance qu'on les 
prolonge lun et l'autre. Réciproquement le plan est 
parallèle à la ligne. 

III. D^vji plans sont parallèles entre eux, lorsqu'ils 
ne peuvent se rencontrer à quelque distance qu'on tes 
prolonge l'un et l'auti^. 

IV. Il sera démontré ^ que l'intersection commune ^|r.3| 
de deux plans qui se rencontrent est une ligne droite : 

cela posé , Pangle ou ^inclinaison mutuelle de deux 
plans est la quantité plus ou moins grande dont ils 
softt écartés l'un de l'autre; cette qumitité se m»" 
SQrè * par l'angle que font entre elles les deux per» *fr.f| 
pendicnlaîres, menées dans chacun de ces plans au 
métaie point de l'intersectiou commune. 
Cet angle peut être aigu» droit , ou obtus. 

V. S'il est droit, les deux plans sont perpendipu^ 
iéUres entre eux. 

VI. Angle solide est l'espace angulaire compris 
entre plusieurs^ plans qui se réunissent en un même « 
pomt. 



4* '99* Ainsi Tangle 8oli4e S çst forq^é p^r la réunion des 
plans ASB, BSC, CSB, DSA, 

Il faut au moins troi^ plans pour former un angle 
solide* 

PROPOSITION PREMIERE 
T^ÉoaâxB* 

Une ligne droite ne peut être en partie dans 
un pian , en partie au dehors. 

Car, suivant la définition dû plan^ dès qu^une 
ligne droite a deux points communs avec un plaa, 
elle est tout entière dans ce plan. 

Scftolie. Pour reconnaître si une surface est pkne^ 
^1 faut appliquer une ligne droite en différents sens 
sur cette surface, et voir si eHe touche la surface dans 
toute son étendue. 

PROPOSITION II. 

THÉO&SMfi. 

Deux lignes droites qui se coupent sont danf 
* un même pian , et en détenninent la position. 

fg.iSi« • Soient AB, AG, deux lignes droites qui se coupent 
en A : on peut concevoir, un plan où se tronve la 
ligne droite AB ; fci ensuite on fait tourner ce pUq 
autour de AB , jusqu'à ce quil passe par le point 6, 
alocs la Kgne AC , qui a deux de ses points A et G dans 
ce plan , y sera tout entière, donc la posidcm de of 
plan est déterminée par la seule oondition de renflnp» 
mer les deux droites AB, AG. 

Ccrolhdre I. Un triangle ABC, où Ivois points 

A , B , G , non en ligne droite , déterminent la pontioa 

d'un plan. 

fif. i8s. CmvUaire II. Donc aussi d^nix pàfaUdas AB, Ca> , 

déterminent la position d un -plan ; car si on meiua If 



Itefttt Bf, le pkiideideindmtM4E» V^fêtn 
çfhn des para^eles AB, CD. 

PROPOSITION III. 

THiORiXB. 

Si deux plans se coupent^ leur intersection 
commune sera une ligne droite. 

Car, si dans les points communs aux deux plans 
pn en trouvait trois qui ne fussent pas en ligne droite, 
les deu^ plans dont il s*agit , passant chacun par ces 
t^is points f ne feraient qu^un seul et même plafi *) * a* 
ce qui est contre la supposition. 

PROPOSITION |¥. 

S^ une ligné droite AP est perpendiculaire à if* >tt> 
deux autres PB , PC , qui se croisent à son pied 
4ans le plan MN , ellç sera perpendiçiflair^ à 
^nc droite quelconque PQ mené^ par fc^n pied 
dans k même plan , et ainsi elle sera perpendii- 

Par un point Q, pris à volonté sur PQ, ûfM \f 
ilfoife BÇ 4WS l'Mgle BPG, 4e smier» ^ 3Q= 
QQ*,joigneaAB,AQ,AG. JP^ 

li^ l^«e BG étant divisée en 4efix: jmfàf» 4g»Ies i^ 
fpi» Q« !« mm^Xe BPG donnera *y * t4* 9. 

PCV PB=2iPQ+a^! 
Le triangle BAC donner^ par^il]emenf f 

ÂC + AB= aÂQV a^* 
Retranchant la premMice éf^té de la seconde, et 
observant que les triangles APC , APB , tous deux 

rectangles en P, donnent AC'7— PC=:AP| et AB — 

P9==5AP; pn aura, 

AP+iP=>i[Q— jiPQ* 



*]lone, en prenant les moitiës de part et d'àutrèt 

on a AP=AQ— Pq', ou ÏQ=ÂP+PQ* donc le 

fi3.1 triangle APQ est rectangle ea P*; donc AP est per- 
pendiculaire à PQ. 

Scholie. On voit par là , non seulement qu'il est pos- 
sible qu^une ligne droite soit perpendiculaire à toutes 
celles qui passent par son pied dans un plan , mais 
que cela arrive toutes les fois que cette ligne est per- 
pendiculaire à deux droites menées dans le plan ; c est 
ce qui démontre la légitimité de la définition I. 

Corollaire I. La perpendiculaire AP est plus courte 
qu'une oblique quelconque AQ ; (lonc elle mesure la 
vraie distance du point A au plan PQ. ^ 

Corollaire II. Par un point P donné sur un plan , 

, . on ne peut élever qu'une seule perpendiculaire à ce 
plan; car si on pouvait. élever deux perpendiculaires 
par le même point P^ conduisez, suivant ces deux 
perpendiculaires y un plan dont l'intersection avec le 
plaii MN soit PQ ; alors les deux perpendiculaires 
^dont il s'agit seraient perpendiculaires à la ligné PQ, 
au même point et dans le même plan , ce qui est iin- 
^âsible. 
- Il est pareillement impossible d'abaisser d'un point 

« donné hors d'un plan deux perpendiculaires à ce 

plan ; canr soient AP, AQ, ces deux perpendiculaires, 

'^ alors le triangle APQ aurait deux angles droits APQ', 

AQP, ce qui est impossible. 

PROPOSITION V- 

THBORiMB. 

hes obliques paiement éloignées de la per* 
pendicuîaire sont égales \ et y de deux obliques 
inégalement éloignées de la perpendiculaire ^ 
celle qui s^ en éloigne le plus est la plus longue. 



C^r tes angles APB, APC, APD^rat^^^ttoa ig lU/ 
suppose les distaiiees VB^ PC, PD, égales «ntre dka^ 
Ifs triai^les APB^ APG^ APD, auront un angle ég^ 
compris entre côtés égaux; donc^ils seront égaux; 
donc les hypoténuses ou le$ obliques ^AB, AG , AD, 
seront égales ent^e elles. Pareillement, si la distaoee 
PEest plu5 grande que PD ou son jégale PB, il est dair 
que l'oblique AE sera, plus grande que AB , ou. son 
^le AD. 

Corollaire. Tçutes les o^iques égales AB , AG , 
AS) y etc. y aboutissent à la circonférence BCD, dé« 
crite. du pied de la perpendiculaire P ccmime centre ( 
donc ratant, donné un point A hors dun plan, si on 
veut. trouTer. sur, ce plan le point P où tomberait la 
perpendiculaire abaissée de A, il faut marquer sur ce 
plan trois points B , G , D , «paiement éloignés du point 
. A, €^ cberctier ensuite le centre du çerde qui passe 
par ces points; ce centre sera le point cherché P. 

Scholiel Uangle ABP ei^ ce qu'on appelle. Xinoli^ 
naùon de l^ofillque AB sur le plan MN; on Toit que 
cette inclinaiâQU est égale pour toutes les obliques AB| 
AC , AD y etc. , qui s'écartent également de la perpen* 
diculaire; car tous les triangles ABP, AGP, ADP, ete»» 
sont égaux entre eux. 

PROPOSITION VI. 

THEOREME. 

Soit AP une perpendiculaire au plan MN ei if.iss, 
BC une ligne située dans ce plan ; si du pied P 
de la perpendiculaire on abaisse PD perpendi^ 
culaire ^wrBC, et qu'on joigne AD,/e disque 
AD sera perpendiculaire à fiC. 

Prenez DBszzDC, et joignez PB, PC , AB , AG : 
puisque DB=:?:I)G,y l'oblique FBzrzPG; et par i^p». 
port à ia perpendiculaire AP, puisque PB=:pGy 



*^* V^iM^ àii^AG^l èom \à ligne AD t detiift d» toi 
points A <it D également distanti deîF èttréâiitrfft B ttt 
G} dOQ^ AD e^ pel^j^endiculairè sur te mlttètt du BG^ 

C&roUaitë^ Oii voit en tnéme teiii{>«i qâè BC «i» |Ni^ 
•}Naidicukiire au plati APD, {^uisq^è BG «M i)é^6ti^ 
mdaite à4a<i'foiiitlit deux drerhe!» AD , PD. 

Sêhùlà. Les d?ux lignes ÂË , BG ^ dffrênt rèx^it{M 
iê déuic ligiies tjid ne se rencopuU^t jpditit ^ {Mircè ^W 
elles ne sont pas situées dans un même plan* La plt^ 
cGtirte c&tâhcé de cé& lignes e4t kt droite PD , qui est 
à^-ta^Us ^e^pendietilalte à la ligne AP et à lil lîgtiè 
BG^ Là diMiho^ PD est la fias ooiirtë entre ce^ dei» 
UgnÉs; ear si ùts jmni deux autfed points , eotnine k 
^Bycmaura AB>AD, AD>PD;doiie, à plttélbHi 
«ttÎMn;AB>PD. 

Lep deux lignes AE ^ CB ^ quoique non aîtuées dani 
titt ai^fie j4an, sont censées faire entré eHés tin àngH 
droit, parce qtie AD et la pa^llele menée par un éfl 
sê^ points à Û ligne BC feraient enlr« elles uà angle 
ANHt. De même la ligne AB et la ligne PD , qpi repré» 
i«otent deux drmtea quelconque» noti sitoées dani li 
TÊèti^e pten , sé«[t censées faire entre ellet le înémé 
angle qtKT ferait avec AB la parallèle à PD lâenée put 
un des points de AB. 

PROPOSITION Vli. 

THÉOAEMB. 

«c*xsé. Si iét ligne kV est perpendiciflaire ùu plan 
MK , toute ligne DE parallèle à AP sèta perpefu^ 
dieùlaire au même plan. 

Suivant les paralldes AP, DB, eonduiset un pka 
dont rifttëriectton avec le plan MNsera t^D} dautf le 
fèm MM tteneîi BC perj^etidieukdre hVÙ^ èîjéi^ 



. Suivant le corollaire du thëorême pitScédenl, BG 
est pa7>en€liculai^ au plan APDE; donc Vangte DDE 
est droit : mais l'angle EDP est droit aussi, puisque 
AP est perpendiculaire à PD, et que DE est parallèle 
à AP} dbnc là ligne DE est perpendiculaire aux deux 
droites DP, Dtt; donc «lie est perpendiculaire k kilt 
irknliiN. 

Corallaitâ L Réciproquemeot si les droitas AP/ 
DE sont perpendiculaires au snArae plan MN , dks 
saroQt pjo'sdleles; car si elles ne rëuient pas, ocmdni^ 
ses par le point D une parallde à AP^ oette poraUelé 
Mta peqKsidicalaife au plan MN ; donc aa pourrôt^ 
par na même pc^t D, éle?er deux perpendieulmMS 
ànn même plan , ce qui est impossii>le *• * 4- 

Corollaire II. Deux lignes A et fi, parallèle» à une 
troisième G , sont parallèles entre elles ; car imagines 
un plan perpendiculaire à la ligne G , les lignes A et B , 
parallèles à cette perpendiculaire, seront perpendicu- 
laires au même plan ; donc , par le corollaire précé« 
dent, elles seront parallèles entre elles. 

Il est entendu que les trois lignes ne sont pas dans 
le même plan , sans quoi la proposition serait déjà 
connue \ *»$,î. 

PROPOSITION VIIL 

THBOXâKB. 

Si la ligne AB est parallèle à une droite CD Cg.it?^ 
menée dans le plan MN , elle sera parallèle à ce 
plan. 

Car si la ligne AB , qui est dans le plan ABCD , ren* 
contrait le plan MN , ce ne pourrait être qu'en quelque 
point dé la ligne CD, intersection commune dts deux 
plans : or , AB ne peut reticoàtver GD^ puisqu'elle hû 
•it parallèle ; éauke elle ne rencontrera paa nM plui 
h îMta MN ) ^oc elle ett p«it!flU«le à ee p\àn ^ «m. m 



] 
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PROPOSITION IX. 

TRÉOBBME. 

%• %9$. Deux plans MN , PQ , perpendiculaires à une 
même droite AB, sont parallèles entre eux. 

Car s'ils se rencontraient quelque part , soit O ua 
de leiors points communs » et joignez OA, OB ; la ligne 
AB, perpendiculaire au plan MN, est perpendiculaire 
à la droite OA menée par son pied dans ce plan ; ptf 
la même raison AB est perpendiculaire à.BO; donc 
OA et OB seraient deux perpendiculaires abaissées du 
même point O sûr la même ligne droite, ce qui est 
impossible; donc les plans MN, PQ, ne peuvent se 
rencontrer ; donc ils sont parsdleles* ' 

PROPOSITION X. 

TnBORSMB. 

«g. 189. Les intersections EF, GH , de deux jAans pa» 
ralhles MN , PQ , par un troisième plan FG, 
sont parallèles. 

Car si les lignes EF, GH ^situées dans un même 
plan , ne sont pas parallèles , prolongées ellas se i*en- 
conti^ront ; donc les plans MN , PQ , dans lesquels 
elles sont , se rencontreraient aussi ; donc ils ne se- 
raient pas parallèles. 

PROPOSITION XI. 

TKÉOBBMB* 

8g«iss. La ligne AB, perpendiculaire au plan MN, 

e^t perpendiculaire au plan PQ poarallele à MN. 

Ayant tiré à volonté la ligne BC dans le plan PQ» 

, suivant AB et BG^ conduisez un plan ABC dont 
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l'Intersection avec le plan MN soit AD , Fintersection 
AD sera parallèle à BC * ; mais la ligne AB perpendi- * lo, 
culaire au plan MN est perpendiculaire à la droite 
AD ,' donc elle sera aussji perpendiculaire à sa paral- 
lèle BG ; et puisque la ligne AB est perpendiculaire à 
toute ligne BC menée par son pied dans le plan PQ , 
il s'ensuit qu'elle est perpendiculaire au plan PQ. 

V PROPOSITION XII. 
THBonéus. 

Les parallèles TLQr y FH, comprises entre deux fif.xSg* 
plans parallèles MN , PQ , sont égales. 

Par les parallèles EG, FH, faites passer le plan 
EGHF, qui rencontrera les plans parallèles suivant 
£F et GH. Les intersections EF, GH, sont parallèles 
entre elles *, ainsi que EG , FH ; donc la figure EGHF • 10. 
est un parallélogramme; donc EG=:FH. 

Corollaire. Il suit de là que deux plans parallèles 
sont partout a égale distance ; car si EG et FH sont 
perpendiculaires aux'deux plans MN, PQ, elles seront 
parallèles éntie elles*; donc elles sont égales. T 7- 

PROPOSITION XIII. 

TKEOBÂMB, 

Si deux angles CAE , DBF , non situés dans le cg. t^o^ 
même plan , ont leurs côtés parallèles et dirigés 
dans le même sens, ces angles seront égaux et 
leurs plans seront parallèles. 

Prenez AG=BD, AE=BF, et joignez CE, DF, 
AB, CD , EF. Puisque AC est égale et parallèle à BD, 

agure ABDC est im parallélogramme*; donc CD *ii, 34 
est égale et parallèle à AB, Par uno- raison semblable 

Douz. éd. 10 
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EF est égale et parallèle à AB ; donc aussi CD est 
égale et parallèle à EF , la figure CEFD est donc 
un parallélogramme , et ainsi le côté CE est égal 
et parallèle à DF ; donc les triangles CAE, DBF, 
sont équilatéraux entre eux; donc Fangle CAE=: 
i)BF. 

En second lieu je dis que le plan ACE est parallèle 
au plan BDF ; car , supposons que le plan parallèle à 
BDF, mené par le point A, rencontre les lignes CD» 
EF , en d'autres points que C et E , par exemple en 
G et H ; alors , suivant la proposition xii , les trois 
lignes AB, GD, FH , seront égales : mais les trois AB, 
CD, EF, le sont déjà; donc on aurait CD=GD, et 
FH =EF, ce qui est absurde; donc le plan ACE est 
parallèle à BDF. 

Corollaire. Si deux plans parallèles MN , PQ , sont 
rencontrés par deux autres plans CABD , EABF , les 
angles CAE, DBF, formés par les intersections des 
plans parallèles, seront égaux; car l'intersection AG 
est parallèle à BD*, AE Test à BF, donc langle 
♦lo. CAE = DBF. 

PROPOSITION XIV. 

THEOREME. \ 

«g. 190. ^^ ^^^^ droites AB , CD , EF , rion situées dans 
le même plan y sont égales et parallèles ^ les 
triangles ACE , BDF , formés de part et d'autre 
en joignant les extrémités de ces droites y seront 
égaux , et leurs plans seront parallèles. 

Car, puisque AB est égale et parallèle à CD, la 
figure ABDC est un parallélogramme ; donc le côté 
AC est égal et parallere à BD. Par une raison sem- 
blable les côtés AE, BF, sont égaux et parallèles, 
ainsi que CE , DF j donc les deux triangles AGE, 
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BDF , «ont égaux : on prouvera d'ailleurs , comme 
daius I^ proposition précédente , que leurs plans sont 
parallèles. 

PROPOSITION XV. 

THBOREME. 

Deux droites comprises entre trois plans pa* 
rallelesy sont coupées en parties proportionnelles. 

Supposons que la ligne AB rencontre les plans pa-» iSg. igi^ 
ralleles MJN^ , PQ , B.S , en A , E , B , et que la ligne 
CD rencontr.e les mêmes plans en C, F, D; je dis 
qu'on aura AE : EB : : CF 5 FD. 

Tirez AD qui rencontre le plan PQ en G , et joi- 
gnez AC, EG, GF, BD ; les intersections EG, BD, 
des plans parallèles PQ, RS, par le. plan ABD, sont 
parallèles * ; donc AE : EB : : AG : GD ; pareillement les ♦ 10* 
intersections AG , GF , étant parallèles , on a AG : GD : ; 
CF:FD ; donc, à cause du rapport commun ^ AG: 
GD, on aura AE : EB : : CF : FD. 

PROPOSITION XVI. 

TQBOREMB» 

Soit ABCD un quadrilatère quelconque situé ou non situé fig.xga. 
dans un même plan ; si on coupe les côtés opposés propor- 
tionnellement par deux droites EF , GH , de sorte qu'on ait 
AE:EB :: DF:FC, e^BG: GC :: AH:HD;ye dis que les droites 
EF, GH, se couperont en un point M, de manière qu'on 
ûttraHM:MG::AE:EB, e/ElM[:MF::AII:HD. 

Condaisez suivant AD un plan quelconque A/>H<;D qui ne ' 
passe pas suivant GH; par les points E, B, G, F, menez à 
GHles parallèles Ee , Bô, Ce, F/*, qui rencontrent ce plan 
tne, b, c,y. A cause des parallèles Bb, GH, Ce*, on aura #,5 ^^ 
œ:He:: BG:GC:: AU:HD; donc* les triangles AMb, DHe, t^^ 3. 
•ont âemblabies. On aura ensuite Ae:^^:: A£:EB, et IV: 

%0é 
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e : : DFrFC ; donc Ke\eh\\ Vtfifc , ou , componendo , Ae*. 
iSlf:: AbiBc ; mais, à cause des triangles semblables AH^, 
DHc; on a A&:Dc:: AH:HD; donc AerD/*:: AH:HD : d'ail- 
•ao, 3. leurs les triangles AHô , cHD , étant semblables , Tangle HAe 
=Hiy; donc les triangles AH^, DH/*, sont semblables*, 
donc l'angle AHeznDH/l II s'ensuit d^abord que eH^est une 
ligne droite, et qu'ainsi les trois parallèles Ee, GH, ¥f, 
sont situées dans un même plau , lequel contiendra les deux 
droites EF, GH; donc celles -ci doivent se couper en un 
point M. Ensuite, à cause des parallèles Ee, MH, F/*, on 
aura EM:MF;:eH:H/:: AH.HD. 

Par une construction semblable, rapportée au côte AB^ 
on démontrerait que HM:MG:: A£:ËB. 

PROPOSITION XVII. 

THÉOREMB. 

fig. 193, V angle compris entre les deux plans M^N, 
MAP, peut être mesuré^ conformément à la dé- 
finition , par V angle NAP que font entre elles 
les deux perpendiculaires AINT , AP , menées dans 
chacun de ces plans à Vintersection commune 
AM. 

Pour démontrer la légitimité de cette mesure, il 
faut prouver, 1° quelle est constante, ou qu'elle serait 
la même en quelque point de l'intersection commune 
qu'on menât les deux perpendiculaires. 

En effet, si on prend un autre point M, et qu'on 
mené MC dans le plan MN, et MB dans le plan MP, 
perpendiculaires à Tintersection commune AM ; puis- 
que MB et AP sont perpendiculaires à une même ligne 
AM, elles sont parallèles entre elles. Par la même 
raison MC est parallèle à AN ; donc l'angle BMC = 
• ,3^ PAN * ;*donc il est indifférent de mener les perpen- 
diculaires au point M ou au point A; l'angle compris 
sera toujours le même. 
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a» Il faut prouver que si l'angle des deux plans 
augmente ou diminue dans un icertain rapport , 
l'angle PAN augmentera ou diminuera dans le même 
l'apport. 

Dans le plan PAN décrivez du centre A et d'un 
rayon à volopte Tare NDP, du centre M et dun rayon 
égal décrivez lare CEB , tirez AD à volonté ; les deux 
plans PAN, BMC, étant perpendiculaires à une même 
droite MA, seront parallèles*; donc les intersections' ♦^j 
AD , ME , de ces deux plans par un troisième AMD , 
seront parallèles ; donc l'angle BME sera égal à PAD*. * »^- 

Appelons pour un moment coin l'angle formé par 
deux plans MP , MN ; cela posé , si Tangle DAP était 
égal à DAN, il est clair que le coin DAMP serait 
égal au coin DAMN ; car la base PAD se placerait 
exactement sur son égale DAN, la hauteur AM se- « 
rait toujours la même ; donc les deux coins coïnci- 
deraient lun avec l'autre. On voit de même que si 
l'angle DAP était contenu un certain nombre de fois 
juste dans langle PAN, le coin DAMP serait contenu 
autant de fois dans le coin PAMN. D'ailleur?, du rap- 
port en nombre entier à un rapport quelconque la 
conclusion est légitime, et a été démontrée dans une 
circonstance tout-à-fait semblable * 5 donc quel que 
soit le rapport de langle DAP à langle PAN , le coin 
DAMP sera dans ce même rapport avec le coin PAMN; 
donc l'angle NAP peut être pris pour la mesure du 
coin PAMN, ou de langle que font entre eux les deux 
plans MAP, MAN. 

Scholie. n en est des angles formés par deux plans 
comme des angles formés par deux droites. Ainsi, lors- 
que deux plans se traversent mutuellement , les angles 
opposés au sommet sont égaux, et les angles adjacents 
valent ensemble deux angles droits ; donc si un plan 
lest perpendiculaire à un autre , celui-ci est perpendi- 
culaire au premier, Pareillement dans la rençonti*e dçs 
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plans parallèles par un troisième plan , ;l existe les 
mêmes égalités et les mêmes propriétés que daiis la 
rencontre de deux lignes parallèles par une troisième 
ligne. 

PROPOSITION XVIII. 

THEOHEBIE. 

15g. ig4. La ligne AP étant -perpendiculaire au plan 
MN, tout plan APB, conduit suivant AP, sera 
perpendiculaire au plan MN. 

Soit BC l'intersection des plans AB, MN; si dans 
le plan MN on mené DE perpendiculaire à BP, la ligne 
AP, étant perpendiculaire au plan MN, sera perpen- 
diculaire k chacune des deux droites BG , DE : mais 
l'angle APD, formé par les deux perpendiculaires PA» 
PD, à Tintersection commune BP, mesure l'angle des 
deux plans AB, MN; donc, puisque cet angle est droit, 
♦dëf.5. les deux plans sont perpendicidaires entre eux*. 

Scholie. Lorsque trois droites, telles que AP, BP» 
DP , sont perpendiculaires entre elles , chacune de ces 
droites est perpendiculaire au plan des deux autres 
•et les trois plans sont perpendiculaires entre eux* . 

PROPOSITION XIX. 

THBORSME. 

«g. X94. Si le plan AB est perpendiculaire au plan MN , 
et que, dans le plan AB on mené la ligne Vk per- 
pendiculaire à l'intersection commune PB, je dis 
que PA sera perpendiculaire au plan MN. 

Car si dans le plan MN on mené PD perpendicu- 
laire à PB, l'angle APD sera droit, puisque les plans 
^ sont perpendiculaires entre eux; donc ta ligne AP 
est perpendiculaire aux deux droites PB, PD; doRC 
elle est perpendiculaire à leur plan MN. 
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Corollaire, Si le plan AB est perpendiculaire au 
plan MN , et que par un point P de Fintersection ' " 
commune on ëleve une perpendiculaire au plan MN , 
je dis que cette perpendiculaire sera dans le plan AB ; 
car , si elle n'y était pas , on pourrait mener dans le 
plan AB une perpendiculaire AP à l'intersection com- ^ 
mune BP, laquelle serait en même temps perpendi- 
culaire au plan MN ; donc au même point P îl y 
aurait deux perpendiculaires au plan MN \ ce qui est 
impossible*. s ,*** 

PROPOSITION XX. 

TSEORBBCE. 

Si deux plans AB , AD , sont perpendiculaires fig. 1944 
à un troisième MN , leur intersection commune 
AP sera perpendiculaire à ce troisième plan. 

Car si par le point P on élevé une perpendiculaire 
au plan MN, cette perpendiculaire doit de trouver ai 
larfoîs dans le plan AB et dans le plan AD*; donc elle ^cor.ig} 
est leur intersection commune AP. 

PROPOSITION XXI. 

THEORBMB. 

Si un angle sotide est formé par trois angles fig««95«' 
plans ^ la somme de deux quelconques de ces 
angles sera plus grande que le troisième. 

Il n y a lieu à démontrer la proposition que lorsque . 
Vangle plan qu on compare à la somme des deux au- 
tres est plus grand que chacun de ceux-ci. Soit donc 
l'angle solide S formé par trois angles plans ASB, 
ASC , BSC, et supposons que Tangle ASB soit le plus 
grand des trois ; je dis qu on aura ASB < ASC + BSG. 

Dans le plan ASB faites Varigle BSD=BSC, tirez 
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à volonté la droite ADB ; et, ayant pris SC==SD, 
Joignez AC, BC. 

Les deux côtés BS, SD, sont éganx aux deux BS, 
se, Fangle BSD=BSC; donc les deux triangles BSD, 
BSC sont égaux; donc BD = BC. Mais on a AB< 
AC + BC ; retranchant d'un côté BD, et de l'autre 
son égale BC , il restera AD < AC. Les deux côtés AS, 
SD,,sont égaux aux deux AS, SC,le troisième AD 
^xo, X. est plus petit que le troisième AC; donc* l'angle ASD 
<ASG. Ajoutant BSD=BSC, on aura ASD + BSD 
ou ASB<ASC + BSC. 

PROPOSITION XXIL 

TÏIÉOREMÉ. 

La somme des angles plans qui forment un^ 
angle solide y est toujours moindre que quatre 
angles droits. 

fig,i|^ Coupez l'angle solide S par un plan quelconque 
ABCDE ; d'un point O pris dans .ce plan menez à 
tous les angles les lignes OA , OB, OC ^ OD, OE. 

La somme des angles des triangles ASB, BSC, etc.^ 
formés autour du sommet S , équivaut à la somme 
des angles d'un pareil nombre de triangles AOB, 
BOC , etc. , formés autour du 3ommet O. Mais au 
point B les angles ABO^ OBC, pris ensemble, font 
l'angle ABC plus petit que la somme des angles ABS, 

. •»!. SBC*; de même au point C on a BCO-!-OGD< 
BCS + SCD ; et ainsi à tous les angles du polygone 
ABCDE. Il suit de là que dans les triangles dont le 
sommet est en O , la somme àes angles à la base est 
plus petite que la somme des angles à la base dans 
les triangles dont le sommet est en S ; donc , par com- 
pensation , la somme des angles formés autour du 
point O est plus grande que la somme des angles au-» 
tour du point S. RJais la somme des angles autour 
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du point O est égale à quatre angles droits^; donc la *5, u 
somme dés angles plans qui forment langle solide S 
est moindre que quatre angles droits. 

Scholie. Cette démonstration suppose que l'angle 
solide est convexe , ou que le plan d une face prolon- 
gée ne peut jsunais couper Tangle solide ; s'il en était 
autrement, la somme des angles plans n'aurait plus de 
bornes et pounait être 'd'une grandeur quelconque. 

PROPOSITION XXIII. 

THBORâME. 

Si deux angles soUdes sont composés de trois 
angles plans égaux chacun à chacun y les plans 
dans lesquels sont les angles égaux seront égale- 
ment inclinés entre eux. 

Soit l'angle ASC=DTF, l'angle ASB=;DTE, et 
l'angle BSG=ETF ; je dis que les deux plans ASC, *^' ^^' 
ÂSB, auront entre eux une inclinaison égale à celle 
des plans DTF , DTE. 

Ayant pris SB à volonté , menez BO perpendicu- 
laire au plan ASC; du point O, où cette perpendicu- 
laire rencontre le plan , menez OA , OC , perpendi- 
culaires sur SA, se ; joignez AB , BC; prenez ensuite 
TE=:SB ; menez EP perpendiculaire sur le plan 
DTF ; du point P menez PD , PF , perpendiculaires 
sur TD, TF j enfin joignez DE , EF. 

Le triangle SAB est rectangle en A, et le triangle 
TDE en D * , et puisque l'angle ASB = DTE , on a • 6. 
aussi SBA=TED. D'ailleurs SB = TE; donc le 
triangle SAB est égal au triangle TDE*; donc SA= '5, i. 
TD, et AB=DÉ. On démontrera semblablement 
que SC=TF, et BC = EF. Cela posé, le quadri- 
latere SAOC est égal au quadrilatère TDPF ; car 
posfant l'angle ASC sur son égal DTF , à cause de 
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SA=Tn et SC=TF , le point A tombera en D et le 
point C en F. En même temps AO , perpendiculaire 
à SA, tombera sur DP perpendiculaire à TD, et pa- 
reillement OC sur PF; donc le point tombera sur 
le point P, et on aura AO=:DP. Mais les triangles 
AOB, DPE, sont rectangles en O et P, l'hypoténuse 
AB=:DE, et le côté AO=DP; donc ces triangles 
'i8» ^- sont égaux*; donc l'angle OAB=PDE. L'angle OAB 
est Finclinaisen des deux plans ASB, ASC; l'angle 
PDE est celle des deux plans DTE, DTF; donc ces 
deux inclinaisons sont égales entre elles. 

Il faut observer cependant que l'angle A du trian- 
gle rectangle OAB n'est proprement l'inclinaison des 
deux plans ASB, ASC, que lorsque la perpendi- 
> culaire BO tombe , par rapport à SA , du même 
côté que SC; si elle tombait de l'autre côté, alors 
l'angle des deux plans serait obtus , et , joint à l'an- 
gle A du triangle OAB , il ferait deux angles droits. 
Mais dans le même cas l'angle des deux plans TDE, 
TDF, serait pareillement obtus, et, joint à l'angle 
D du triangle DPE , il ferait deux angles droits; 
donc, comme l'angle A serait toujours égal à D, oa 
conclurait de même, que l'inclinaison des deux plans 
ASB, ASC, est égale à celle des deux plans ÏDE, 
TDF. 

SchoUe. Si deux angles solides sont composés de 
trois angles plans égaux chacun à chacun, et qu'ien 
même temps les angles égaux ou homologues soient 
disposés de la même mxznîere dans les deux angles 
solides , alors ces angles seront égaux , et posés l'un 
sur l'autre ils coïncideront. En effet on a déjà vu 
que le quadrilatère SAOC peut être placé sur son 
égal TDPF; ainsi en plaçant SA sur TD, SC tombe 
sur .TF, et le point O sur le point P. Mais, à cause 
de l'égalité des triangles AOB, DPE, la perpendicu- 
laire OB au plan ASC est égale à la perpendiculaire 
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PE au plan TDF ; de plus ces perpendiculaires sont 
dirigées dans le même sens ; donc le point B tombera 
sur le point E, la ligne SB sur TE, et les deux angles 
solides coïncideront entièrement lun avec Tautre. 

Cette coïncidence cependant na lieu quen sup- 
posant que les angles plans égaux sont disposés de la 
même manière dans les deux angles solides; car si 
les angles plans égaux étaient disposés dans un ordre 
ini^ersej ou, ce qui revient au même, si les perpen- 
diculaires OÇ , PE , au lieu d'être dirigées dans le 
même sens par rapport aux plans ASC , DTF , étaient 
dirigées en sens contraires , alors il serait impossible 
de faire coïncider les deux angles solides l'un avec 
l'autre. Il n en serait cependant pas moins vrai , con- 
formément au théorème , que les pkns dans lesquels 
sont les angles égaux seraient également inclinés 
entre eux ; de sorte que les deux angles solides se- 
raient -égaux dans toutes leurs parties constituantes ^ 
sans néanmoins pouvoir être superposés. Cette sorte 
d'égalité, qui n'est pas absolue ou de superposition» 
mérite d'être distinguée par une dénomination parti- 
culière : nous rappellerons égalité par symétrie. 

Ainsi les deux angles solides dont il s'agit , qui sont 
forniés par trois angles plans égaux chacun à chacun, 
mais disposés dans un ordre inverse , s'appelleront 
angles égaux par symétrie y ou simplement angles 
symétriques. 

La même remarque s'applique aux angles solides 
formés de plus de trois, angles plans : ainsi un angle 
solide formé par les angles plaçs A, B, C, D, E, et 
tm autre angle solide formé par les mêmes angles 
dans un ordre inverse A, E, D, C, B, peuvent être 
tels que les plans dans lesquels sont les angles égaux 
soient également inclinés entre eux. Ces deux angles 
solides, qui seraient égaux sans que la superposition 
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fàt possible, s'appelleront angles solides égaux par 
spnétrîe^ ou angles solides symétriques. 

Dans les figures planes il n'y a point proprement ; 
d'égalité par symétrie, et 'toutes celles qu'on tou- 
drait appeler ainsi seraient des égalités absolues ou de 
superposition : la raison en est qu on peut renverser 
une figure plane, et prendre indifféremment le dessus 
pour le dessous. Il en est autrement dans les solides, 
où la troisième dimension peut être prise dans deux 
sens différents, 

PROPOSITION XXIV. 

^ PROBLEMS. 

Étant donnés les trois angles plans qui forment 
un angle solide ^ trouver par une construction 
plane V angle que deux de ces plans font entre 
eux. 

fig' 19*. Soit S l'angle solide proposé , dans lequel on con- 
naît les trois angles plans ASB, ASC, BSC; on de- 
• mande l'angle que font entre eux deux de ces plans, 
par exemple les plans ASB , ASC. 

Imaginons qu'on ait fait la même construction que 
dans le théorème précédent, l'angle OAB serait l'angle 
requis. Il s'agit donc 'de trouver le même angle par 
une constniction planet ou tracée sui* un plan. 

Pour cela faites sur un plan les angles B'SA , ASC, 
B^SC, égaux aux angles BSA, ASC, BSC, dans la 
figure solide ; prenez B'S et B"S égaux chacun à BS 
de la figiure solide ; des points B' et B" abaissez B'A 
et B"C perpendiculaires sur SA et SC , lesquelles se 
rencontreipont en un point O. Du point A comme cen- 
tre et du rayon AB' décrivez la demi-circonférence 
B'^E; au point O élevez sur B'E la perpendiculaire 
O^, qui rencontre la circonférence en i, joignez A^, 
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et Tangle EA£ sera Tinclinaison cherchée des deux 
plans ASC ^ ASB , dans l'angle solide. 

Tout se réduit à faire voir que le triangle A0£ de 
la figure plane est égal au triangle AOB de la figure 
solide. Or les deux triangles B'SA, BSA, sont rectan- 
gles en A, les angles en S sont égaux ; donc les angles 
en B et B' sont pareillement égaux. Mais Phypoté- 
ixuse SB' est égale à Thypoténuse SB ; donc œs trian- 
gles sont égaux 9 donc SA de la figure plane est égale 
à SA de la figure solide, et aussi AB', ou son égale 
M dans la 'figure plane est égale à AB dans la figure 
solide. On démontrera de même que SG est égal de 
part et d'autre ; d'où il sidt que le quadrilatère SAOG 
est égal dans l'une et dans l'autre figui^e , et qu'ainsi 
AO de la figure plane est égal à AO de la figure 
solide; donc dans Tune et dans l'autre les triangles 
rectangles A0£, AOB, ont l'hypoténuse égale et un 
côté égal; donc ils sont égaux, et l'angle £A&, trouvé 
par la construction plane , est égal à l'inclinaison des 
deux plans SAB, SAC, dans Fangle solide. 

Lorsque le point O tombe entre A et B' dans la 
figure plane, l'angle "EAi devient obtus, et mesure 
toujours la vraie incBnaison des plans : c'est pour 
cela que l'on a désigné par EA3 , et non par OAé, 
Tinclinaison demandée, afin que la même solution 
convienne à tous les cas sans exception. 

Scholie. On peut demander si, en prenant trois 
angles plans à volonté, on pourra former avec ces trois 
angles plans un angle solide. 

D'abord il faut que la somme des trois angles don- 
nés soit plus petite que quatre angles droits, sans quoi 
l'angle solide ne peut être formé * ; il faut de plus 
qu'après avoir pris deux des angles à volonté B'SA, 
ASC, le troisième CSB" soit tel, que la perpendicu- 
laire B"C au côté SG rencontie le diamètre B'E entre 
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ses extrémités B' et E. Ainsi les limites de la gran« 
deur de l'angle CSB" sont celles qui font aboutir la 
perpendiculaire B^C aux points B' et E. De ces points 
abaissez sur GS les perpendiculaires B'I , ËK , (pi 
rencontrent eti I et K la circonférence décrite du 
rayon SB", el les limites de langle GSB" seront GSI 
etCSK. 

Mais dans le triangle isoscele B'SI, la ligne CS pro- 
longée étant perpendiculaire à la base B'I, on a l'an- 
gle CSI = CSB'=ASC + ASB'. Et dans le triangle 
isoscele ESK , la ligne SG étant perpendiculaire à 
EK, on a langle CSK=CSE. D'ailleurs, à cause dej 
triangles égaux ASE, ASB', l'angle ASE = ASB'5 
donc CSE ou CSK=ASC — ASB\ 

Il résulte de là que le problème sera possible toutes 
les fois que le troisième angle GSB'' sera plus petit 
que la somme des deux autres ASG , ASB' , et plus 
grand que leur différence : condition qui s'accorde 
avec le théorème xxi; car, en vertu de ce théorème, 
il faut quon ait CSB" < ASG + ASB'; il faut aussi 
qu*on ait ASG < GSB" + ASB' , ou GSB">ASC— 
ASB'. 

PROPOSITION XXV. 

PROBIiâME. 

Étant donn^ deux des trois angles plans 
qui forment un angle solide y avec V angle que 
leurs plans font entre eux , trouver le troisietne 
angle plan. 

Soient ASC, ASB', les deux angles plans donnés, 
et supposons pour un moment que GSB" soit le troi- 
sième angle que Ton cherche , alors , en faisant la 
même construction que dans le problème précédent , 
Tangle compris entre les plans des deux premierd^ 
serait lEAb. Or ^ de même qu'on détermine Tangle 
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EA^ par le moyen de GSB" , les deux autres éunt 
donnés, de même on peut déterminer CSB" par le 
moyen de EAi, ce qui résoudra le problème pro- 
posé. 

Ayant pris SB' à volonté , abaissez sur SA la per« 
pendiculaire indéfinie B'E, faites langle £A£ égal à 
l'angle des deux plans donnés; du point b où le côté 
kb rencontre la circonférence décrite du centre A et 
du rayon AB' , abaissez sur AE la perpendiculaire 
30, et du point O abaissez sur SC la perpendiculaire 
indéfinie OCB'', que vous terminerez en B" de.ma« 
niere que SB" = SB'; l'angle CSB" sera le troisième 
angle plan demandé. 

Car si on forme un angle solide avec les trois an- 
gles plans B'SA, ASC, CSB", l'inclinaison des plans 
où sont les angles donnés ASB^, ASC, sera égale à 
, l'angle donné EAô. 

Scholie. Si un angle solide est quadruple y ou/ormé fig. 199. 
par quatre angles plans ASB , BSC , CSD , DSA , la 
connaissance de ces angles ne sufQt pas pour déter- 
miner les inclinaisons mutuelles de leurs plans ; car 
avec les mêmes angles plans on pourrait former une 
infinité d'angle^ solides. Mais si on ajoute une condi* 
tion, par exemple , si on donne l'inclinaison des deux 
plans ASB , BSC, alors l'angle solide est entièrement 
déterminé , et on pourra trouver Ji'inclinaison de 
deux de ses plans quelconques. En effet, imaginez 
un angle solide triple formé par les angles plans ASB 9 - 
BSC , ASC ; les deux premiers angles sont donnés 9 
ainsi que Tinclinai/son de leurs plans ; on pourra donc 
déterminer, par le problême qu'on vient de résoudre, 
le troisième angle ASC. Ensuite, si on considère 
l'angle solide triple formé par les angles plans ASC , 
ASD, DSC , ces trois angles sont connus ; ainsi l'angle 
solide est entièrement déterminé. Mais l'angle solide 
^^uad^Lple est formé par la réunion des deux angles 
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solides triples dont on vient de parler ; donc, puisque 
ces angles partiels sont connus et déterminés , l'angle 
total sera pareillement connu et déterminé. 

L'angle des deux plans ASD , DSC , se trouverait 
immédiatement par le moyen du second angle solide 
partiel. Quant à l'angle des deux plans BSC, CSD, il 
faudrait dans un angle solide partiel chercher l'angle 
compris entre les deux plans ASC , DSC ,» et dans 
l'autre l'angle compris entre les deux plans ASC, 
BSC ; la somme de ces deux angles serait l'angle com- 
pris entre les plans BSC, DSC. 

On trouvera de la même manière que , pour dé- 
terminer un angle solide quintuple, il faut connaître, 
outre les cinq angles plans qui le composent , deux 
des inclinaisons mutuelles de leurs plans ; il en fau- 
drait trois dans l'angle solide sextuple, et ainsi de 
suite. 
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LIVRE VI. 



LES POLYÈDRES. 



DBFIHITIOIIS. 



I. vJiï appelle solide polyèdre , ou simplement po* 
l/edrey tout solide terminé par des plans ou des faces 
planes. (Ces plans sont nécessairement terminés eux- 
mêmes par des lignes droites.) On appelle en parti* 
culier tétraèdre le solide qui a quatre faces ; luxaedrc 
celui qui en a six ; octaèdre celui qui en a Luit ; do-- 
décaèdre celui qui en a douze ; icosdedre celui qui en 
a vingt, etc. 

Le tétraèdre est le plus simple des polyèdres; car 
il faut au moins trois plans pour former un angle so- 
lide , et ces trois plans laissent un vide qui , pour èti*e 
fermé , exige au moins un quatrième plan. 

II. L^intersection commune de deux faces adjacentes 
d'un polyèdre s'appelle côté ou arête du polyèdre. 

III. On appelle polyèdre régulier celui dont tontes 
les faces sont ài^^ polygones réguliers égaux, et dont 
tous les angles solides sont égaux entre eux. Ces po- 
lyèdres sont au nombre de cinq. Voyez, Vappendice 
aux, libres VI et VU. 

lY. \jà prisme est un solide compris sous plusieurs 
plans parallélogrammes y terminés de part et d'autre 
par deux plans polygones égaux et parallèles. 

Pour construire ce solide , soit ABGDË un poly« g 
gone quelconque; si dans un plan parallèle à ABG^ 
on mené les lignes FG, GH, HI, etc., égales et pa- 
rallèles aux côtés âB, BG, CD, etc., ce qui formera 

DouA^ éd. II 
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le polygone FGHIK égal à ABCDE; si ensuite on 
joint d'un plan à l'autre les sommets des angles ho- 
mologues par les droites AF, BG, CH, etc., les faces 
ABGF, BGHG, etc., seront des parallélogrammes, et 
le solide ainsi formé ABCDEFGHIK sera un prisme. 

V. Les polygones égaux et parallèles ABCDE, 
FGHIK, s'appellent les bases du prisme; les autres 
plans parallélogrammes pris ensemble constituent la 
surface latérale ou convexe du prisme. Les droites 
égales AF , BG , GH , etc. , s'appellent les côtés du 
prisme. 

VI. La hauteur d^un prisme est la distance de ^%^ 
deux'bases , ou la perpendiculaire abaissée d'un point 
de la base supérieure sur le plan de la base infé- 
rieure. 

VII. Un prisme est droit lorsque les côtés AF, 
BG, etc., sont perpendiculaires aux plans des bases : 
alors chacun d eux est égal à la hauteur du prisme. 
I>ans tout autre cas le prisme est oblique^ et la hau- 
teur est plus petite que le côté, 

Vni. Un prisme est triangulaire , quadrangu^ 
laire , pentagonal^ hexagonal^ etc. , selon que la base 
est un triangle, un quadrilatère, un pentagone, un 
hexagone, etc. 
Cg! ao6, IX, Le prisme qui a pour base un parallélogramme, 
a toutes ses faces parallélogrammiques ; il s'appelle 
parallélipipede. 

"Le paraUétipipede est rectangle lorsque toutes SQS 
faces sont des rectangles. 

X. Parmi les parallélipipedes rectangles' on dis- 
tingue le cube ou hexaèdre régulier compris sous six 
quarrés égaux. 
^Hfi* XI. La pyramide est le solide formé lorsque plu- 
sieurs plans triangulaires partent d'un même point S, 
et sont terminés aux différents côtés d un même plan 
polygonal ABCJDE. 



Le polygone ABCDE & appelle la tase àm la pyra* 
mide, le point S en est le sommet j et l'çnsemble des 
triaagles ASB , BSC, etc. , forme la surface corwêxe 
ou latérale de la pyramide. 

XII. La hauteur de la pyramide est la perpendicu- 
laire abaissée du sommet su? le plan de la base , pro* 
longé s'il est niécessaire. ^ 

XIII« La pyramide est triangulaire^ quadrangu^ 
laircy etc., selon que la base est un triangle, un qua* 
drilatere, etc. 

XIV. Une pyramide est régulière^ lorsque la base 
^tiin polygone régulier, et quen même temps la 
perpendiculaire abaissée du sommet Sur le plan de la 
base passe par le centre de cette base :. cette ligne 
sappelle alors Vaa:e de la pyramide. 

XV. Diagonale d'un polyèdre est la droite qui joint 
les sommets de deux angles solides non adjacents. 

XVL J'appellerai polyèdres symétriques deux 
polyèdres qui, ayant une base commune, sont cons- 
truits semblablement, l'un au-dessus du plan de c^te 
base, Tautre au-dessous, avec cette condition que les 
sommets des angles solides homologues soient situëa 
à égales distances du plan de la base, sur une même 
droite perpendiculaire à ce plan. 

Par exemple , si la droite ST est perpendiculaire 4* ^oai 
au plan ABC, et qu'au point O, oùeUe rencontre ce 
plan , elle soit divisée en deux parties égales , les deux 
pyramides S ABC, TABC,qui ont la base commune 
ABC, seront deux polyèdres symétriques. 

XVII. Deux pyramides triangulaires sont sembla^ 
blés y lorsqu'elles ont deux faces semblables chacune 
à chacune, semblablement placées et également incli- 
nées entre elles é 

Ainsi, eh supposant les angles ABC = DEF, BAC fig««o5, 
c=EDF, ABS=DET,BAS=EDT, si en outre Tin- 
clinaison des plans ABS^ ABC; est égale à celle de 
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leurs homologues DTE^ DEF, les pyramides SÂBC, 
TDEF, seront semblables. 

XyiU. Ayant formé un triangle avec les sommets 
de trois angles pris sur une même face ou base d^un 
polyèdre, on peut imaginer que les sommets des dif- 
férents angles solides du polyèdre <, situés hors du 
plan de. cette base, soient ceux d'autant de pyramides 
triangulaires qui ont pour base commune le triangle 
désigné, et chacune de ces pyramides déterminera la 
position de chaque angle solide du polyèdre par rap- 
port à la base. Cela posé : 

Deux polyèdres sont semblables lorsqu*ayant des 
bases semblables, les sommets des angles solides ho- 
mologues, hors de ces bases, sont déterminés par des 
pyramides triangulaires semblables chacune à chacune. 

XIX. J^appellerai sommets d un polyèdre les points 
situés aux sommets de ^s différents angles solides. 

J\r. B, Tons les polyèdres qne nous conaldérons sont des polyèdres 
a angles saillants on polyèdres convexes. Nons appelons ainsi ceax 
dont la surface ne pent être rencontrée par une ligne droite en plus 
de deux points . Dans ces sortes de ^lyèdres le plan prolongé d'nna 
face ne peut couper le solide; il est donc impossible que le polyèdre 
soit en partie au-dessus du plan d'une &ce, en partie au-dessous } il 
est tout entier d'un même c6té de ce plan. 

PROPOSITION PREMIERE. 

THÉOREUS. 

Deux polyèdres fie peuvent avoir les mêmes 
sommets et en même nombre sans coïncider l'un 
avec Vautre. 

Car supposons l'un des polyèdres déjà construit, 
si on veut en construire un autre qui ait les mêmes 
sommets et en même nombre, il faudra que les plans 
cle celui-ci ne passent pas tous par les mêmes points 
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que dans le premier, sans quoi ib ne différeraient 
pas lun de Vautre : mais alors il est clair que quel- 
ques-uns des nouveaux plans couperaient le premier 
polyèdre; il y aurait des sommets au-dessus de ces 
plans , et des sommets au-dessous , ce qui ne peut con- 
venir à un polyèdre convexe : donc , si deux polyèdres 
ont les menées sommets et en même nombre, ils 
doivent nécessairement coïncider lun avec l'autre. 

Scholie. Etant donnés de position les points A, B, 
C, K, etc. , qui doivent servir de sommets à un po- 
lyèdre , il est facile de décrire le polyèdre. 

Choisissez d'abord trois points voisins D, E, H, fig. 204. 
tels que le plan DEH passe, s'il y a lieu, parade nou- 
veaux points K , C , mais laisse tous les autres d un 
même côté, tous au-dessus du plan ou tous au- 
dessous,* le plan JDEH ou DEHKC, ainsi déterminé, 
sera une face du solide. Suivant un de ses côtés EH , 
conduisez un plan que vous ferez tourner jusqu'à ce 
qu il rencontre un nouveau sommet F , ou plusieurs 
à-la-foîs F, I; vous aurez une seconde face qui sera 
FËH ou FEHI. Continuez ainsi en faisant passer des 
plans par les cotés trouvés jusqu'à ce que le solide 
soit terminé de toutes parts : ce solide sera le polyèdre 
demandé , car il n'y en a pas deux qui puissent avoir 
les mêmes sommets. 

PROPOSITION II. 

THSORBlfltS. 

Dans deux polyèdres symétriques les faces 
homologues sont égales chacune à chacune y et 
V inclinaison de deux faces adjacentes ^ dans un 
de ces solides ^ est égale à V inclinaison des faces 
homoloffies dans Vautre. 

Soit ÂBGDE la base commune aux deux polyèdres; fig. ao5. 
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soient M et N les sommets de deux angles solides 
quelconques de lun des polyèdres , M' et N' les som- 
mets homologues de l'autre polyèdre^ il faudra, sui- 
vant ia définition^ que les droites MM', NN\ soient 
perpendiculaires au plan ABC , et qu'elles soient di?i- 
sées en deux parties égales aux .points met n on elles 
rencontrent ce plan. Cela posé, je dis que la distance 
MN est égale à M'N'. 

Car si on fait tourner le trapèze m M'N'/^ autour 
dèmn jusqu'à ce que son plan s'applique sur le plan 
m'NL'Nn; à cause des angles droits en m et en n, le 
côté mW tombera sur son égal mM, et rîN' sur nN; 
donc lés deux trapèzes coïncideront , ^t on aura 
»IN = MW. 

Soit P un troisième sommet du polyèdre supérieur, 
et P' son homologue dans l'autre, on aura de même 
MP=rMT' et NP=N'P'; donc le triangle MNP, 
fui fomt trois sommets quelconques du pofyedre sw^ 
perieur^ est égal au triangle M'N'P' qui joint les trois 
sommets homologues de Vautre polyèdre. 

Si parmi ces triangles on considère seulement cettx 
qui sont formés à la surface des polyèdres, on peat 
déjà conclure que les surfaces des deux polyèdres 
sont composées d'un même nombre de triangles égaux 
chacun à chacun. 

Je dis maintenant que si des triaiigles sont dans un 
même plan sur une surface et forment une même face 
polygone, les triangles homologues seront dans un 
^méme plan sur Tautre surface et formeront ime face 
polygone égale. 

En effet, soient MPN, NPQ, deux triangles adja- 
cents qu'on suppose dans un même plan , et soient 
MT'N', N'P'Q', leurs homologues. On a l'angle 
MNP=M'N'P', rangle PNQ=P'N'Q'; et si on 
joignait MQ et M'Q', le triangle MNQ serait égal à 
M'W'Q', ainsi on aurait l'angle MNQ = M'N'Q'. 



MaU puisque MPNQ est un seul plan , on a Tangle 
MNQ=MNP + PNQ; donc on aura aussi M'N'Qf 
=:M'NT' + FN'Q'. Or, si les trois plans M'NT', 
P'N'Q', M'N'Q', n^étaient pas confondus en uq 
seul , ces trois plans formeraient un angle solide , et 
on aurait * Tangle M'N'Q'< M'N'P' + FN'Q'} *«>,& 
donc , puisque cette condition n a pas lieu , les deux 
triangles M'N'R', P'N'Q'» sont dans un mémfe plan. 

Il suit de là que chaque face, soit triangulaire, soit 
polygone, dans un polyèdre, répond à une £iice égale 
dans l'autre, et qu'ainsi les deux polyèdres sont corn** 
pris sous un même nombre de plans égaux , chacun à 
chacun. 

n reste à prouver que l'inclinaison de deux faces 
adjacentes quelconques dans l'un des polyèdres est 
égale à l'inclinaison des deux faces homologues dans 
l'autre. 

Soient MPN, NPQ, deux triangles formés sur 
l'arête commune NP dans les plans des deux faces 
adjacentes; soient M'P'N', N'P'Q', leurs homolo« 
gués; on peut concevoir en N un angle solide formé 
par les trois angles plans MNQ, MNP, PNQ, et eu 
N' un angle solide formé par les trois M'M'Q'i 
M'N'P', P'N'Q'. Or, on a déjà prouvé que ces angles 
plans sont égaux chacun à chacun; donc Tinclinaison 
des deux plans MNP,.PNQ, est égale à celle de leurs 
homologues M'N'P', P'N'Q' *. *a»»5. 

Donc, dans les polyèdres symétriques, les faces 
sont égales chacune à chacune, et les plans de deux 
faces quelconques adjacentes d'un des solides, ont 
entre eux la même inclinaison que les plans des deux 
faces homologues de l'autre solide. 

Scholie, On peut remarquer que les angUs solides 
iTun pofyidre sont les sjTnétriques des angles solides 
ih raidre polyèdre; car si l'angle solide N est formé 
parles plans MNP, PNQ, QNR, etc., son homolo* 
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gue N' est formé par les plans M'N'P', P'N'Q', 
Q'N'R\ etc. Ceux-ci paraissent disposés dans le 
. même ordre que les autres ; mais comme les deux 
angles solides sont dans une situation inverse l'un par 
rapport à l'autre , il s'ensuit que la disposition réelle 
des plans qui forment l'angle solide N' est l'inverse 
de celle qui a lieu dans l'angle homologue N. D'ail- 
leurs les inclinaisons des plans consécutifs sont égales 
dans l'un et dans l'autre angle solide; donc ces angles 
solides sont symétriques l'un de l'autre. Voyez le 
scholie de laprop. XXIII ^ Iw. V* 

Cette remarque prouve qu'un poljredre quelconque 
ne peut avoir qu^un seul polyèdre symétrique. Car si on 
construisait sur une autre base un nouveau polyèdre 
symétrique au polyèdre donné, les angles solides 
de celui-ci seraient toujours symétriques des angles 
du polyèdre donné; donc ils seraient égaux à ceux 
du polyèdre symétrique construit sur la première 
base. D^ailleurs les faces homologues seraient toujours 
égales ; donc ces deux polyèdres symétriques cons- 
truits sur une base où sur une autre auraient les faces 
égales et les angles solides égaux ; donc ils coïncide- 
raient par la superposition , et ne feraient qu'un seul 
et même polyèdre. 

PROPOSITION III. 

THÉOREMB. 

Deux prismes sont égaux lorsqu'ils ont un 
angle solide compris entre trois plans égaux 
chacun à chacun et semblabiement placés. 
fig.aoa Soit la base ABCDE égale à la base abcdcy le pa- 
rallëlogiamme ÂBGF égal au parallétogramme abgf], 
et le parallélogramme BCH6 égal au parallélogramme 
behgçje dis que le prisme» ÂBCI sera égal au prisme 
aipi\ 
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Car 5oit posée la base ABGDE sur son égale ahcde^ 
ces deux bases coïncideront : mais les trois angles ^ 
plans qui forment Tangle solide B sont égaux aux 
trois angles plans qui forment l'angle solide b^ cha- 
cun à chacun, savoir, ABC=:ôic, ABG=fl^^, et 
6BG=^3p; de plus ces angles sont semblablemeilt 
placés : donc les angles solides B et & sont égaux , et 
par conséquent le câté B6 tombera sur son égal hg. 
On voit aussi qu'à cause des parallélogrammes égaux 
ABGF, abgfy le côté GF tombera sur son égal gfj 
et semblablem^t GH sur gh; donc la base supé- 
rieure FGHIK coïncidera entièrement avec son égale 
fghik^ et les deux solides seront confondus en un 
seul, puisqu'ils auront les mêmes sommets \ '* 

Corollaire^ Deux prismes droits qui oitt des bases 
égales et des hauteurs égales sont égaux. Car ayant 
lé côté AB égal à aAy et la hauteur BG égale à bg, le 
rectangle ABGF sera égal au rectangle abgf; il en 
sera de même des rectangles BGHC, bgkc^ ainsi les 
trois plans qui forment, Tangle solide B sont égaux 
aux trois qui forment l'angle solide *. Donc les deux 
prismes sont égaux, 

PROPOSITION IV. 

THEORâME. 

« 

Dans tout parallélipipede les plans, opposés 
sont égaux et parallèles. '^^' 

Suivant la définition de ce solide, les bases ABGD , H* *Q^* 
EFGH~, sont des parallélogrammes égaux, et leurs 
côtés sont parallèles : il reste donc à démontrer que 
la même chose a lieu pour deux faces latérales oppo- 
sées, telles queAEHD, BFGC. Or, AD est égale et 
parallèle à BG, puisque là figure ABGD est un pral- 
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lélogramme; par une raison semblable AE est égale 
et parallèle à BF : donc l'angle DAE est égal à l'angle 
♦i3, 5. CBF*, et le plan DAE parallèle à CBF j donc aussi le 
pai'allélogramme DAEH est égal au parallélogramme 
CBFG. On démontrera de même que les parallélo* 
grammes opposés ABFE, DGGH^ sont égaux et pa^ 
ralleles. 

Corollaire. Puisque le parallélipipede est un solide 
compris sous six plans dont les opposés sont égaux et 
parallèles, il s'ensuit qu'une face quelconque et son 
opposée peuvent être prises pour les bases du parai* 
lélipipede. 

Scholie. Étant données trois droites, AB, AE, AD, 
passant par un même point A, et faisant entre elles 
des angles donnés , on peut sur ces trois droites cons- 
truire un parallélipipede; il faut pour cela mener, 
par l'extrémité de chaque droite un plan parallèle 
au plan des deux autres; savoii*, par le point B un 
plan parallèle à DAE, par le point D un plan parai* 
lele à BAE , et par le point E un plan parallèle à BAD. 
Les rencontres mutuelles de ces plans formeront le 
parallélipipede demandé. 

PROPOSITION V. 

TfiiOREHS. 

Dans tout parallélipipede les angles solides 
opposés sont symétriques Vun de Vautre ; et 
les diagonales menées par les sommets de ces 
angles se coupent mutuellement en deux parties 
égides* 

Comparons , par exemple , l'angle solide A à son 

^'^ ' apposé G; Tangle EAB, égal à EFB, est ausâ égal à 

HGC, l'angle DAE = DHE = CGF, et. l'angle DAB 

=:DCB=: ^GF; donc les trois angles plane qui for- 



ment Tangle solide A sont égaux aux trois qui forment' 
ïangle solide 6, chacun à chacun; d'aiUeurs il est 
facile de voir que leur disposition est différente dans 
lun et dans l'autre; donc i^ les deux angles solides A 
et G sont symétriques iun de l'autre *. ♦23,5i 

En second lieu, imaginons deux diagonales £G| 
AG, menées lune et l'autre par des sommets opposés t 
puisque AKest égale et parallèle à CG , la figure AE6G 
est un parallélogramme; donc les diagonales £C)A6| 
se couperont mutuellement en deux parties égales. 
On démontrera de même que la diagonale £C et tui6 
autre DF se couperont aussi en deux parties égales; 
donc a^ les quatre diagonales se couperont mutuel^ 
lement en deux parties ^ales , dans un même point 
qu'on peut regarder comme le centre du paraUélif>* 
pipede. 

PROPOSITION VL 

THÉORBMB. 

Le plan BDIIF , qui passe par deux arêtes sg. 907. 
parallèles opposées BF, DH, divise le parai'- 
lélipipede AG en deux prismes triangulaires 
ABDHEF, GUFBCD, symétriques Fun de 
Vautre. 

D'abord ces deux solides sont des prismes; car ks 
triangles ABD , EFH, ayant leurs côtés égaux et paral- 
lèles , «ont égaux , et en même temps les faces latérales 
ABFE^ADHE,BDHF, sont des parallélogrammes; 
donc le solide ABDHEF est un prisme : il ea est de 
même du solide GHFBGD. Je dis maintenant que ces ^ 
deux prismes sont symétriques i*un de lautre. 

Sur la base ABD faites le prisme ABDE'F'H' qui 
soit le symétrique du prisme ABDEFH. Suivant 
ce qui a été démontré % le plan ABF'F est égal à * a. 



tyfk gibOMbtris. 

ABFE, et le plan ADH'E' est égal à ADHE; mais 
si on compare le prisme 6HFBGD au prisme 
ABDH'ET', la base 6HF est égale à ABD; le pa- 
rallélogramme 6HDG, qui est égal à ABFE, est aussi 
égal à ABF'E', et le parallélogramme GFBG , qui 
est égal à ADHE, est aussi égal à ADH'E'; donc 
les trois plans qui forment l'angle solide' G dans le 
prisme GHFBGD, sont égaux aux trois plans qui foN 
ment l'angle solide A dans le prisme ABDH'ET', 
chacun à chacun, d'ailleiu's ils sont disposés sem- 
'3, Jblablement; donc ces deux prismes sont égaux*, 
et pourraient être superposés. Mais Fun deux 
ABDH'ET' est symétrique du prisme ABDHEF; 
donc lautré, GHFBGD, est aussi le symétrique de 
ABDHEF. 

PROPOSITION VIL 

LBMME. 

«g. 201. Dans tout prisme ABCl , les sections NOPQR 
STVXY, faites par des plans parallèles, sont 
des poljrgones égaux, 

Gar les côtés NO, ST, sont parallèles, comme étant 
les intersections de deux plans parallèles par un troi- 
sième plan ABGF; ces mêmes côtés NO, ST,. sont 
compris entre les parallèles NS, OT, qui sont côtés 
du prisme;- donc NO est égal à ST. Par une semblable 
raison les côtés OP, PQ, QR, etc., de la section 
NOPQR, sont égaux respectivement aux côtés TV, 
VX, XY, etc., de la section STVXY. D'ailleurs les 
côtés égaux étant eu même temps parallèles, il s en- 
suit que leis angles NOP, OPQ, etc. de la première 
section, sont égaux respectivement aux angles STV, 
TVX, etc., de la seconde. Donc les deux sections 
NOPQR, STVXY ^ sont dés polygones égaux. 
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Corollaire. Toiite iection faite dans un prisme pa* 
rallelement à sa base , est égale à cette base. ^ 

PROPOSITION VIIL 

THBOaâMS. 

Les deux prismes triangulaires symétriques isg.ioi, 
ABDHEF, BCDFGH, dans lesquels se décompose 
le parallélipipede AG, sont équivalents entre 
eux. 

Par les sommets B et F menez perpendiculairement 
au côté BF, les plans '&adcy F^A^, qui rencontreront, 
dune part en a,d, c, de l'autre en e^ h, g, les trois 
autres côtés AE , DH^ GG, du même parallélipipede; 
les sections Bade, Fehgy seront des parallélogrammes 
égaux. Ces sections sont égales, parce qu'elles sont faites 
par des plans perpendiculaii*es à une même droite et 
par conséquent parallèles *; elles sont des parallélo- ^7. 
grammes, parce que deux côtés opposés d'une même 
section àB^dc, sont les intersections de deux plans 
parallèles ABFE, DGGH, par un mêmb plan. 

Par une raison semblable, la figure BaeF est un 
parallélogramme , ainsi que les autres faces latérales 
BFg^c, odhgy ad/ie, du solide BadcFeAg; donc ce so- 
lide est un prisme * 5 et ce prisme est droit , puisque * W. 4^ 
le côté BF est perpendiculaire au plan de la base. 

Cela posé, si par lé plan BFHD on divise le prisme 
droit Bh eu deux prismes triangulaires droits à^deYh, 
BdcFhg; je dis que le prisme triangulaire oblique 
ABDEFH, sera équivalent au prisme triangulaire 
droit aBdeYh. 

En effet ces deux prismes ayant une partie com-- 
mune ABDA^F, il suffira de prouver que les parties 
restantes, savoir, les solides BahDd^ F^EHA sont 
équivalents entre eux. 
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Or 9 à cnêe des panllëlograinmes ABFE, àSFê, les 

côtés AE, 04, égaux à leur parallèle BF, sont égpiux 
entre eux; ainsi, en ôtant la partie commune Ae , il 
restera Aa =:Ee. On prouvera de même que D<3?=:HA. 

Maintenant , pour opérer la superposition des deux 
solides BaADd, FeEHAy plaçons la base Fek sur son 
égale. Boâf; alors le points tombant en a, et le point 
h endj les côtés ^E, hH.^ tomberont sur leurs égaux 
aAj ifÙ^ puisqu'ils sont perpendiculaires au même 
plan Bad. Donc les deux solides dont il s'agit coïnci- 
deront entièrement l'un avec l'autre ; donc le prisme 
oblique BADFEH est équivalent au prisme droit 
BadFeh. 

On démontrera semblablement que le prisme obli- 
que BDCFHG est équivalent au prisme droit BdcVkg. 
Mais les deux prismes droits BadFehy BdcFkg sont 
égaux entre eux , puisqu'ils ont même hauteur BF , 
et que leurs bases Bady Bdc sont moitiés d un même 
'♦j parallélogramme^. Donc les deux prismes triangu- 
cor. laires BADFEH, BDCFHG, équivalents à des prismes 
égaux , sont équivalents entre eux. 

Corollaire, Tout prisme triangulaire ABDHEF est 
la moitié du parallélipipede AG , construit sur le 
même angle solide A , avec les mêmes arêtes AB , 
AD,AE. 

PROPOSITION IX. 

THBOABME. 

fig.aog. $i deux parallélipipedes AG, AL, ont une 
base commune AECD , et que leurs bases supé^ 
rieures EFGH , IKLM , soierU comprises dans un 
même plan et entre les mêmes parallèles EKf 
HL^ ces deux parallélipipedes seront équiyo: 
lents entre eux* 
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grand, plus petit ou égal àEF; mais la démonàtration 
est la même pour tous : et d'abord je dis que le prisme 
triangulaire AEIDHM est égal au prisme triangulaire 
BFKCGL. 

En effet, puisque AE est parallèle à BF et HE à 
GF, l'angle AEI = BFK, HEIsnGFlf, et HEA = 
GFB« De ces six angles les trois premiers forment 
l'angle solide E , les trois autres forment Tangle solide 
Ff donc, puisque les angles plans sont égaux chacun 
à chacun, e^[||iginblablement disposés, il s'ensuit que 
les angles solides E et F sont égaux. Maintenant, si 
on pose le prisme A£M sur le prisme BFL, et d'abord 
la base AEI sur la base BFK, ces deux bases étant 
égales coïncideront ; et puisque Pangle solide E est 
^1 à Tangle solide F, le côté EH tombera sur son 
égal F6 : il n'en feut pas davantage pour prouver que 
les deux prismes coïncideront dans toute leur éten- 
due ; car la base AEI et l'arête EH déterminent le 
prisme AEM, comme la base BFK et l'arête FG dé- 
terminent le prisme BFL * : donc ces prismes sont 
égaux. 

Mais si du solide AL on retranche le prisme AEM, 
il restera le parallélipîpede AIL; et si du même so- 
lide AL on retranche le prisme BFL, il restera le 
parallélipipede AEG ; donc les deux parallélîpipedes 
AIL, AEG, sont équivalents entre eux. 

PROPOSITION X. 

THEOREME. 

Deux parallélipipedes^ de même base et de 
même hauteur sont équivalents entre eux. 

Soit ABCD la base commune aux deux parallélî- 
pipedes AG, AL; puisqu'ils ont même hauteur, leurs 
hise» supérieures EFGH, IKLM, seront sur le mkme 



fig. fti^ 
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plan. De plus les côtes EF et AB sont égaux et paral- 
lèles , il en est de même de IK et AB ; donc EF est ^1 
et parallèle à IK : par une raison semblable GF est 
égal et parallèle à LK. Soient prolongés les côtés EF, 
H6, ainsi que LK, IM , jusqu'à ce que les uns et les 
autres forment par leurs intersections le parallélo- 
gramme NOPQ, il est clair que ce parallélogramme 
sera égal à chacune des bases EFGH, IKLM. Or si 
on imagine un troisième parallélipipede qui, avec la 
même base inférieure ABCD , ait pour base supérieure 
NOPQ, ce troisième parallélipipede serait équivalent 
# au parallélipipede AG ^, puisqu'ay ant même base infé- 
rieure, les bases supérieures sont comprises dans un 
même plan et entre les parallèles GQ , FN. Parla même 
. raison ce tix)isieme parallélipipede serait équivalent 
au parallélipipede AL; donc les deux parallélipipedes 
AG, AL, qui ont même base et même hauteur, sont 
équivalents entre eux. 

PROPOSITION XL 

THEOREME. 

7^out parallélipipede peut être changé en un 
parallélipipede rectangle équis^alent qui aura 
même hauteur et une base équivalente. 

Ce ai ^^^^ ^^ ^® parallélipipede proposé; des points A , 

B, G , D, menez AI, RK, CL, DM, perpendiculaires 
au plan de la base, vous formerez ainsi le parallélipi- 
pede AL équivalent au parallélipipede AG, et dont les 
faces latérales AK , BL, etc. , seront des rectangles. Si 
donc la base ABCD est un rectangle , AL sera le paral- 
lélipipede rectangle équivalent au parallélipipede pro- 
posé AG.Mais si ABCD n^estpasun rectangle, menez 

%g»^iu AO et BN perpendiculaires siu* CD, ensuite OQ et 
MP perpendiculaires sur la base, vous aurez le solide 
ABNOIKPQ qui sera. un parallélipipede rectangle: 
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en effet» par constraction^ la base ABNO et «on op- 
posée IKPQ sont des recUngles; les faces latérales en 
sont aussi) puisque les arêtes AI, OQ, etc«, sont pern 
pendiculaires au pian de la base; donc le solide AP 
est un parallélipipede rectangle. Mais les deux paral« 
lélipipedes AP, AL, peuvent être censés ayoir même 
base ABKI «t même hauteur AO : donc ils sont équi* 
Talents; donc le parallélipipede AG, qu'on avait d'à* êg,%f 
bord changé en un parallélipipede équivalent AL, se ^ *"' 
trouve de nouveau changé en un parallélipipede rec« 
tangle équivalent AP, qui a la même hauteur AI, et 
dont la base ABNO est équivalente à la base ABGD. 

PROPOSITION XIL 

THÉOREMB. 

Deux parallélipipedes rectangles AG, AL, fig.911; 

qui ont la même base ABCD, sont entre eux 
comme leurs hauteurs AE, AI. 

Supposons d'abord que les hauteurs A£, AI, soient 
' entre elles comme deux nombres entiers, par exemple, 
comme 1 5 est à 8. On divisera AE en i5 parties égales, 
dont AI contiendra 8, et par les points de 4i^sion x^ 
r, Zy etc., on mènera des plans parallèles à la base» 
Ces plans partageront le solide A6 en i5 parallélipi- 
pedes partieb qui seront tous égaux entre eux, comme 
ayant des bases égales et des hauteurs égales ; des bases 
égales, parce que toute section comme MIKL, faite 
dans un prisme parallèlement à sa base ÀBGD, est égale 
à cette base^; des hauteurs égales, parce que ces hau* « ^^ 
teurs sont les divbions mêmes Asr, xy^ a?z, etc. Or, 
de ces i5 parallélipipedes égaux, htdt sont contenus 
dans AL ; donc le solide AG est au solide AL comme 
1 5 est à 8, ou en général comme la hauteur AE est à 
la hauteur AI. 

Dmz, éd^ la 



- En Bêcond lieu^ »i le rapport de AE à AI ne peift 
«'exprimer en nombres , je dis qu'on n^en aura pas 
moins solide AG ; splid. AL : : AE : KL, Car, si cette 
proportion n a pas lieu^ supposons qu'on ait s<d. AG : 
sol. AL : : AE t AO. Diviser AE en parties égales dont 
chacune soit plus petite que 01, il y aura au moins 
un point de diyision m entre O et L Soit P le paral- 
lélipipede qui a pour base ABCD et pour hauteur 
Am; puisque les hauteurs AE, Am sont entre elles 
eomme deux nombres entiers, on aura soL AG : P : : 
AE : Am. Mais on a , par hypothèse , soi. AG : soL AL : : 
AE : AO ; de là résulte soi. AL : P : : AO : Am. Mais AO 
est plus grand que hm; donc il faudrait, pour que la 
proportion eût lieu, que le solide AL fût plus grand 
que P. Or au contraire il est plus petit : donc il est 
impossible que le quatrième terme de la proportion 
sol. AG : sol. AL : : AE : x^ soit une ligne plus grande 
que AL Par un raisonnement semblable on. démon- 
trerait que le quatrième terme ne peut être plus petit 
que AI ; donc il est égal à AI ; donc les parallélipipedes 
rectangles de même fcftse sont entre eux comme leurs 
hauteurs. 

PROPOSITION XIIL 

THÉ^OUÊUE. 

fSg.»t3; Deux parallétipipedes rectangles AG, AK, 
qui ont même hauteur AE, sont entre eux comme 
leurs bases ABC£), AMNO. 

. Ayant plgcé les deux solides l'un à côté de Tautre, 
comme la figure les représente, prolongez le plan 
QNKL, jusqu'à ce qu'il rencontre le plan DCGH sui- 
vant PQ, vous aurez un troisième parallélipipede AQ, 
quon pourra comparer à chacun des parallélipipedes 
AG , AK, Les deux solides AG, AQ, ayant même base 



AEHB» flOBt entre eux comme leurs hauteiuri AO, AB ; 
pareillement les deux solides AQ, AK| ayant mime 
base AÔLE, sont entre eut comme leurs hauteurs 
AD 9 AM. Ainsi on aura les deux proportions, 

sol. AG : sol. AQ :: AB : AO, 

soL AQ : sol. AK :: AD : AM. 
Multiplient ces deux proportions par ordre , et omet- 
tant, dans le résultat, le multiplicateur eommun soL 
AQ, on sHira, 

sol. AG : sol. AK :: AB x AD : AO x AM. 
Mais AB x AD représente la base ABCD, et AO X AM 
représente la base AMNO ; donc deux parallélipi* 
pedes rectangles de même hauteur sont entre eux 
comme leurs bases. 

PROPOSITION XIV. 

1!HSOr£mB. 

Deusù paralléUpîpedes rectangles quelconques 
sont entre eux comme les produits de leurs hases 
par leurs hauteurs , ou comme les produits de 
leurs trois dimensions. 

Car ayant placé les deux solides AG, AZ, de ma* fig. ^is^ 
niere que leurs surfaces aient langle commun BAE^ 
prolongez les plans nécessaires pour former le troi- 
sième parallélipipede AK de même hauteur avec le 
parallélipipede AG. On aura, par la proposition pré* 
oédente, 

soi. AG : sol. AK ;: ABCD : AMNO. 
Mais les deux paraUélipipedes AK , AZ, qui ont même - 
base AMNO , sont entre eux comme leurs hauteurs 
AE, AX ; ainsi on a, 

soi. AK : sol. AZ :: AE : AX. 
Hidtipliant ces^eox proporUom; par ordre, et*omct«» 

la. 
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tant| danfi le résulut, le multiplicateiir commun soL 

AK, on aura 

soL AG : sol. AZ :: ABCDx AE : AMNOxAX, 
A la place des bases ABGD et AMNO, on peut mettre 
AB X AD et AO X AM , ce qui donnera , 
sol. AG : soLAZi: ABx ADx AE : AOx AMx AX. 
Donc deux parallélipipedes rectangles quelconques 
sont entre eux, etc. 

Scholie. Il suit de là qu on peut prendre pour me- 
sure d un parallëlipipede rectangle le pix>duit de sa 
base^par sa hauteur, ou le produit de ses trois dimen- 
sions. G est sur ce principe quenous évaluerons tous 
les autres solides. 

Pour rintelligence de cette mesure il faut se rap* 
peler qu'on entend par produit de deux ou de plu- 
sieurs lignes, le produit des nombres qui représentent 
ces lignes, et ces nombres dépendent de l'unité linéaire 
qu'pn peut prendre à volonté : cela posé, le produit 
des trois dimensions d'un parallélipipede est un nom- 
bre qui ne signifie rien en lui-même, et qui serait 
différent si ou avait pris une autre unité linéaire. Mais 
si on multiplie de même les trois dimensions d'un auti-e 
parallélipipede , en les évaluant d'après la même unité 
linéaire , les deux produits seront entre eux comme 
les solides, et donneront l'idée de leur grandeur re- 
lative. 

La grandeur d'un solide, son volume ou son éten-» 
due constituent ce qu'on appelle sa solidité ^ et le mot 
de solidité est employé particulièrement pour désigner 
la mesure d'un solide : ainsi on dit que la solidité d'un 
parallélipipede rectangle est égale au produit de sa 
base par sa hauteur , ou au produit de ses trois di- 
mensions. 

Les trois dimensions du cube étant égales entre 
elles, si le côté est i , la solidité sera^ i x i X i , ou i ; 
si le côté est 3; la solidité sera ax^x^y ou 8; si le 
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GÂté est 3, la solidité sera 3 X ^X 3, ou a^, et ainsi de 
suite ; ainsi les côtés des cubes étant comme les nombres 
1,2,3, etc., les cubes eux«mémes ou leurs solidités 
sont comme les nombres i, 8, 27, ejtc. De là vient qu'on 
appelle en arithmétique cube d^un nombre le produit 
qui résulte de trois facteurs égaux à ce nombre. 

Si on proposait de faire un cube double d'un cube 
donné, il fnùdrait que le côté du cube cherché fût au 
côté du cube donné comme la racine cube de 2 est à 
Tunité. Or on trouve facilement, par une construc- 
tion géométrique, la racine quarrée de a; mais on ne 
peut pas trouver de même sa racine cube , du moins 
par les simples opérations de la géométrie élémen- 
taire,. lesquelles consistent à n'employer . que des 
lignes droites dont on connaît deux points, et des 
cercles dont les centres et les rayons sont déterminés. 

A raison de cette difficulté le problème de la 
dtqflication du cube a été c^kbre j^armi les anciens 
géomètres, comme celui de la trisection de P angle ^ 
qui est à-péu-près du même ordre. Mais on connaît 
depuis long -temps les solutions dont ces sortes de 
problèmes sont susceptibles , lesquelles , quoique 
moins simples que les constnicdons de la géométrie 
élémentaire, ne sont cependant ni moins exactes j 
ni inoins rigoureuses. 
T. 

PROPOSITION XV, 
théorAmb. 

La solidité d^un parallélipipede ^ et en gé* 
néral la solidité d^un prisme quelconque , est 
égale au produit de sa base par sa hauteur. 

Car 1^ un parallélipipede quelconque est équiva- 
lent à un parallélipipede rectangle de même hauteur 
el de base équivalente^* Or la ^oUditç de celuf-çi esf Ui\ 
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égale à sa base multipliée par sa hauteur; donc la 
solidité du premier est pareillement égale au produit 
de sa base par sa hauteur. 

a^ Tout prisme triangulaire est la moitié du parais 
lélipipede construit de manière qu'il ait la même hau- 
teur et une base double *. Or la solidité de celui-ci est 
égale à sa base multipliée par sa hauteur ; donc celle 
du prisme triangulaire est égale au produit de sa base, 
moitié de celle du parallélipipede , multipliée par sa 
hauteur. 

3^ Un prisme quelconque peut être partagé en au- 
tant de prismes triangulaires de même hauteur qu'on 
peut former de triangles dans le polygone qui hii sert 
de base. Mais la solidité de chaque prisme triangulaire 
est égale à sa base multipliée par sa hauteur; et puis« 
que la hauteur est la même pour tous, il s'ensuit que 
la somme de tous les prismes partiels sera égale à la 
somme de tous les triangles qui leur servent de bases, 
multipliée par la hauteur commune. Donc la solidité 
d'un prisme polygonal quelconque est égale au pro- 
duit de sa base par sa hauteur. 

Corollaire. Si on compare deux prismes qui ont 
même hauteur, les produits des bases par les hau- 
teurs seront comme les bases; donc deux prismes de 
même hauteur sont entre eux comme leurs hases; par 
une raison semblable , deux prismes de même base sont 
entre eux comme leurs hauteurs. 

PROPOSITION XVI. 

liEMME. 

fîgiai4. Si une pyramide SABCDE est coupée par un 
plan abd parallèle à sa base^ 

I* Les côtés SA, SB, SC,.... et la hauteurSO, se- 
ront divisés proportionnellement en a, b, c,. . eto; 
a* La section abcde sera un polygone sembla- 
ble à la base ABCDE. 
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Car i^ lea plans ABC, aJbc^ étant parallèles , leurs 
intersections AB, ah^ par un troisième plan SAB, 
seront parallèles*^ donc les triangles SAB , Sah^ sont * Wt * 
semblables, et on a la proportion SA : Sa : : SB : S^/ 
on aurait de même SB : Si :: SC : Se, et ainsi de 
suite. Donc tous les côtés SA, SB, SC, etc., sont 
coupés proportionnellement en a, i, c, etc. La hau- 
teur SO est coupée dans la même proportion au 
point o; car BO et bo sont parallèles, et ainsi on a 
SO:&7::SB:S*. 

A^ Puisque ab est parallèle à AB, bc à BG, cd à 
CD, etc., l'angle aie = ABC, langle tcrf=BCD, «I 
ainsi de suite. De plus , à cause des triangles sembla- 
bles SAB, Sab^ on a AB : ab : : SB : Si; et à cause des 
triangles semblables SBC, Si<?, on a SB : Si : : BC : bc} 
donc AB ; ab : : BG : bc; on aurait de même BC ; ic : : 
CD : cd^ et ainsi de suite. Donc les polygones ABCDE, 
abcde^ ont les angles égaux chacun à chacun et les 
eôtés homologues proportionnels ; donc ils sont sem* 
blables. 

CorqOaùe. Soient SABCDE, SXYZ, deux pyra- 
mides dont le sommet est commun , et qui ont même 
bauteur, ou dont les bases sont situées dans un même 
{»lan ; si on coupe ces pyramides par un même plan 
parallèle au plan des bases, et qu'il en résulte les 
sections abcde, xfz; je dis que les sections abcde, 
xyz , seront entre elles comme les bases ABCDE , XYZ, 

Car les polygones ABCDE, abcde^ étant semblables, 
leurs surfaces sont comme les quarrés des c6tés ho- 
mologues AB, ab; mais AB : ai :: SA : Sa; dolic 

ABCDE : abcde : : SA*: Sa. Par la ménie raison, XYZ : 

ay% : : SX : Sa*. Mais puisque cdfcœjrz n'est qu'un 
même plan, on a aussi SA : Sa :: SX ; S^; donc 
ABCDE : aiede : ; XYZ ; xyz^; donc les s^ticHM oMcr» 
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ayrz y sont entre elles coiuine les bases ABCDE^ SLYZ. 
Donc si les bases ABGDE , XYZ sont équivalentes , les 
. - sections faites à égale hauteur sont pareillement 
équivalentes. 

PROPOSITION XVII. 

THÉOUEMB. 

Deux pyramides triangulaires qui ont des ba- 
ses équii^alentes et des hauteurs égales^ sont 
équivalentes. 

Ig. 2i5« Soient S ABC, sabc les deux pyramides dont les 
bases ABC , abc y que nous supposons placées sur un 
même plan^ sont équivalentes et qui ont même hau- 
teur TA; si ces pyramides ne sont pas équivalentes, 
soit sabc la plus petite et soit A^ la hauteur d*un prisme 
qui étant construit sur la base ABC , serait égal à 
leur différence. 

Divisez la hanteur commune AT en parties égales plus 
petites que Aju , et soit k une de ces parties ; par les 
poijfits de division de la hauteur, faites passer des 
plans parallèles au plan des bases ; les sections faitei 
par chacun de ces plans dans les deux pyramides, seront 

*ï6. équivalentes *, telles que DEF et def^ GHI et ghi^ etc. 
*^V Cela posé, sur les triangles ABC, DEF, GHI, etc., pris 
pour bases, construisez des prismes extérieurs qui 
aient pour arêtes les parties AD, DG, GK, etc. du 
coté SA; de même sur les triangles //ç^, ghi^ Jchn , etc^ 
pris pour bases , construisez dam} la seconde pyramide 
des prismes intérieurs qui aient potir arêtes les parties 
correspondantes du côté 5a; tous ces prismes partiels 
auront pour hauteur commune K\ 

La somme des prismes extérieurs de la pyramide 
j^BG est plus ^ndei (jue cette pyramide, la somme 
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des prismes intérieurs de la pyramide saie est plus 
petite que cette pyramide; doncf par ces deux raisons 
la différence entre les deux sommes de prismes devra 
être plus grande ipie la différence entre les deux 
pyramides. 

Ôr à partir des hases ABC, abc y le second prisme 
extérieur DËF6 est équivalent au premier prisme 
intérieur dçfa, puisque leurs bases D£F, def^ sont 
équÎTalentes et qu'ils ont une même hauteur i ; sont 
équivalents par la même raison le troisième prisme 
extérieur GHIK et le, second intérieur ghidj le qua- 
trième extérieur et le troisième intérieur, ainsi de 
suite jusqu^au dernier des uns et des autres. Donc 
tous les prismes extérieurs de la pyramide SABG^ à 
l'exception du premier ÂfiCD, ont leurs équivalents 
dans les prismes intérieurs de la pyramide sabc. Donc 
le prisme ABGD est la difFérence entre la somme des 
prismes extérieurs de la pyramide SABG et la somme 
des prismes intérieurs de la pyramide, ia^c; mais la 
différence de ces deux sommes est plus grande que 
la différence des deux pyramides; donc il faudrait 
que le prisme ABGD fût plus grand que le prisme 
ABCX; or au contraire il est plus petit, puisqu'ils 
ont une même base ABG, et que la hauteur k du 
premier est moindre que. la hauteur A^ du second. ' 

Donc rhypothèse d où l'on est parti ne saurait avoir 
lieu ; donc les deux pyi^mides SABG , sabc , de bases 
équivalentes et de hatiteùrs égales , sont équivalentes* 

PROPOSITION XVIII. 

TBÉOaBMS. 

Toute pyramide triangulaire ' est le tiers du 
prisme triangulaire de même base et de m4m^ 
hauteur. 

Soit SABC une pyramide triangulaire , ABCDES un % ai** 



prisim triangulaire de même base et de même hauteuTi 
je dif que la pyramide est le tiers du prisme. 

Retranchez du prisme la pyramide SABG , il restera 
le solide SAGDE^ qu'on peut considérer comme une 
pyramide quadrangulaire dont le sommet est S et qui 
a pour base le parallélogramme ACDE ; tirez la diago- 
nale CE et conduisez le plan SGE qui partagera la py-* 
tamidequadrangulaire en deux pyramides triangulaires 
SAGE, SDGE. Ges deux pyramides ont pour hauteur 
commune la perpendiculaire abaissée du sommet S 
sur le plan AGDË ; elles ont des bases égales, puisque 
les triangles AGE , DGE, sont les deux moitiés du même 
parallélogramme ; donc les deux pyramides SAGE , 
SDGE ) sont équivalentes entre elles ; mais là pyramide 
SDGE et la pyramide SABG ont des bases égales ABC , 
DES; elles ont aussi même hauteur , car cette hauteur 
est la distance des plans parallèles ABC , DES. Donc 
les deux pyramides SABG, SDGE, sont équivalentes; 
mais on a démontré que la pyramide SDGE est équi<« ' 
valente à la pyramide SAGE ; donc les trois pyramides 
SABG , SDGE^ SAGE, qui composent le prisme ABD 
sont équivalentes entre elles. Donc la pyramide SABG 
est le tiers du prisme ABD qui a môme base et 
même hauteur. 

Corollaire. La solidité d'une pyramide triangulaire 
est égale au tiers du produit de sa base par sa hauteur. 

PROPOSITION XIX. 

THBOaEHE. 

Bg. Ai4. Toute p/ramide SABCDE a pour mesure le 
tiers du produit de sa base ABCDE/?«r sa hau- 
teur AO. 

Gar en faisant passer les plans SEB, SEG, par les 



diagonaled EB , EG , on divisera la pyraimde poly|[o» 
nale SABCDE en plmi^urs pyramides triangulairei 
qui auront toutes la même hauteur SO. Mais par le 
théorème précédent chacune de ces pyramides se 
mesure en multipliant chacune des bases ABE, BCE, 
GOE , par le tiers de sa hauteur SO ; donc la somme 
des pyramides triangulaires , ou la pyramide polygo- 
nale SABCDE, aura pour mesure la somme des^tri?^ 
angles ABE, BGE, GDE , ou le polygone ABGDE, 
multiplié par |S0 ; donc toute pyramide a pour me* 
sure le tiers du produit dé sa base par sa hauteur* 

Corollaire I. Toute 'pyramide est le tiers dû prisme 
de même base et de même hauteur. 

Corollaire II. Deux pyramides de même hauteur 
sont entre elles comme leurs bases , et deux pyra- 
mides de même base sont entre elles comme leurs 
hauteurs. 

Scholie. On peut évaluer la solidité de tout corps 
polyèdre en le décomposant en pyramides, et cette 
décomposition peut se faire de plusieurs manières: 
une des plus simples est de faire passer les plans de 
division par le sommet d'un même angle solide ; alors 
on aura autant de pyramides partielles qu il y a dç 
faces dans le polyèdre, excepté celles qui forment 
Tangle solide d'où partent les plans de division. 

PROPOSITION XX. 

TBiORÊMB. 

Deux polyèdres symmétriques sont équivalents 
entre eux ou égaux en solidité. 

Car i^ deux pyramides triangulaires symmétriques» fig soa^ 
Idles <pie SABC | TABG ^ cmt pour mesure communt 



x88 CBOMiTais. 

le produit de la base ABC par le tiers de ta hauteur 
SO ou TO; donc ces pyramides sont équivalentes 
entre elles. 

^ Si on partage d'une manière quelconque lun des 
polyèdres symmétriques en pyramides triangulaires, 
on pourra partager de même 1 autre polyèdre en py- 
ramides triangulaires symmétriques ; or les pyramides 
triangulaires symmétriques sont équivalentes chacune 
à chacune ; donc les polyèdres entiers seront équiva* 
. lents entre eux ou égaux en solidité. 

Scholie. Cette proposition semblait résulter immé- 
diatement de la proposition II, oii Ton a fait voir que 
dans deux polyèdres symmétriques, toutes, les parties 
constituantes d'un solide sont égales aux parties cons- 
tituantes de l'autre; mais il n'en était pas moins né- 
cessaire de la démontrer d'tme manière rigourçuse. 

PROPOSITION XXL 

THEOREME. 

Si une pyramide est coupée par un plan pa- 
rallèle à sa base y le tronc qui reste en étant la 
petite pyramide^ est égal à la somme de trois 
pyramides qui auraient pour hauteur commune 
la hauteur du tronc y et dont les bases seraient 
la base inférieure du tronc ^ sa base supérieure, 
et une moyenne proportionnelle entre ces deux 
bases. 

H- *»7« Soit ABCDE xme pyramide coupée par le plan abd 
pitrallele à la base; soit TFGH une pyramide triangu- 
lairedont la base et la hauteur soient égales ou équi« 
' valentes à celles de la pyramide SABGDE. On peut 
supposer les deux bases situées sur un même plan ; et 
alors le plan a/(^, prolongé, déterminerst dans la py* 
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ramide triangulaire une sectiony^Â , ftitoée à k méine 
hauteur au-dessus du plan commun des bases : d^oii 
il résulte que la section^A est à la section a£^ comme 
la base FGH est à la base ABD* ; et puisque les bases • x6. 
sont équivalentes 9 les sections le seront aussi Les py» 
ramides Saicde^ ^fg^^i sont donc équivalentes, puis- 
qu'elles ont même hauteur et des bases équivalentes. 
Les pyramides entières SABCDE, TFGH, sont équi- 
valentes par la même raison ; donc les troncs hSlùdab^ 
FGHA/^, sont équivalents , et par conséquent il suf- 
fira de démontrer la proposition énoncée , pour le seul 
cas du tronc de pyramide triangulaire. 

Soit-FGH^ un tronc de pyramide triangulaire Cg.atS. 
à bases parallèles : par les trois points F, ^, H con- 
duisez le plan YgVL , qui retranchera du tronc la py- 
ramide triangulaire ^FGH. Cette pyramide a pour base 
la base inférieure FGH du tronc , elle a aussi pour 
hauteur la hauteur du tronc, puisque le sommet/?* 
est dans le plan de la base supérieurey^A. 

Après avoir retranché cette pyramide, ilrest«*a la 
pyramide quadrangulaire g/'AHF, dont le sommet est 
g et la base/AHF. Par les trois pointe/, ^, H, con- 
duisez le plan^H, qui partagera la pyramide qua- 
drangulaire en deux triangulaires ^F/H, gfhSL. Cette 
dernière a pour base la base supérieure gjk du tronc, 
et pour hauteur la hauteur du tronc, puisque son 
sommet H appartient à la base inférieure : ainsi nous 
avons déjà deux des trois pyramides qui doivent com- 
poser le tronc. 

Il reste à considérer la troisième gYfVL : or, si on 
mene^^K parallèle à/F, et quon imagine une nou- 
velle pyramide/FHK , dont le sommet est K et la base 
ï/H, ces deux pyramides auront même, base f/U; 
elles auront aussi même hauteur j puisque les sommets 
gr et K sont situés sur une ligne ^K parallèle à ï/, et 
par conséquent parallèle au plan de la base ; donc ces 



Iiymmidc» mm Àjuivaletites. Mais k pyramide /FKH 
pevc être considérée comme ayant son sommet en^, 
et ainsi elle aura même hauteur ^e le tronc ; quant 
à sa baiie FKH , je di^ qu elle est moyenne proportion- 
nelle entre les bases VGK ^/gh. En effet les triangles 
¥HSi^/gh^ ont un angle égal F s/, et un côté égal 
♦a4, 3. JVissi/gi on a donc* FHKi/gh:: FH :/A. On a aussi 
FHG : FHK : : FG : FK ou^. Mais les triangles sem- 
blables FGH,/^A, donnent FG:>^: :FH:/A; donc 
FGH : FHK: : FHK :/ghi et ainsi la base FHK est 
moyenne proportionnelle entre les deux bases FGH, 
/gh. Donc un ''tronc de pyramide triangulaire, à bases 
parallèles, équivaut à trois pyramides qui ont pour 
hauteur commune la hauteur du tronc , et donl les 
bases sont la base inférieure du tronc , sa base supé« 
rieure, et une moyenne proportionnelle entre ces 
deux bases. 

PROPOSITION XXIL 

THÉOEÂMB. 

ûg\ S16. Si on coupe un prisme triangulaire dont ABC 
est la base y par un plan DES incliné à cette 
èasCy le solide ABC DES, qui résulte de cette 
section y sera égala la somme de trois pyramides 
dont les sommets sont D , E , S , et la base com-' 
mune khC. 

Par les trois points S, A, G, faites passer le plan 
SAC, qui retrancher^ du prisme tronqué ABGDESla 
pyramide triangulaire SABC : cette pyramide a pour 
base ABC et pour sommet le point S. 

Après avoir retranché cette pyramide , il restera lu 
pyramide quadramgulaire SACDË, dont S est le som« 
met, et AGDE la base« Par les trois points S^E; C^ 



ttenex dncoré un pkn SEG^ qtû divisera la pyra 
mide quadrangulaire en deux pyramides triaagiilaiies 
SAGE, SGDE. 

La pyramide S AEG, qui a pour base le triangle 
AEG et pour sommet le point S, est équivalente à une 
pyramide EABG, qui aurait pour base AEG et pour 
sommet le point B. Gar ces deux pyramides ont même 
base ; elles ont aussi même hauteur, puisque la ligne 
%S, étant parallèle à chacune des lignes AE, GD, est 
parallèle à leur plan AGE; donc la pyramide SAEG 
est équivalente à la pyramide EABG, laquelle peut 
être considérée comme ayant pour base ABC et pour 
sofamet le point E. 

La troisième pyramide S G DE peut être changée 
d'abord en ASGD; car ces deux pyramides ont la 
même base SGD ; elles ont aussi la même hauteur^ 
puisque AE est parallèle au plan SGD ; donc la pyra- 
mide SGDE est équivalente à ASGD. Ensuite la py* 
raxnide ASGD peut être changée en ABGD , car cas 
deux pyramides ont la base commune AGD; elles ont 
aussi la même hauteur, puisque leui*s sommets S et B 
sont situés sur une paraUele au plan de la base. Donc 
la pyramide SGDE, équivalente à ASGD, est aussi 
équivalente à ABGD ; or , celle*ci peut être regardée 
comme ayant pour base ABG et pour sommet le 
point D. 

Donc enfin le prisme tronqué ABGDES est égal à 
la somme de trois pyramides qui ont pour base corn*' 
mune ABG, et dont les sommets sont respectivement 
les points D , E , S. 

Corollaire. 3i les arêtes AE, BS, GD, sont perpen* 
diculaires au plan de la base , elles seront en même 
temps les hauteurs des trois pyramides qui composent* 
le prisme tronqué; de sorte que la soUdité du prisme 
tronqué sera exprimée par f ABC x AE + y ABC X BS 



+ iABGxCD, quantité qui se réduit à ^ABGXCAE-I: 
BS+CD> 

PROPOSITION XXIII. 

THBOEiMB. 

Deux pyramides triangulaires semblables ont 
les faces liomologues semblables ^ et les angles 
solides homologues égaux. 

Suivant la définition , les deux pjrramides triangu- 
laires SABG, TDEF, sont, semblables ^ si les deux tri- 

fig.ao3. angles SAB, ABC» sont semblables aux deux TDE^ 
D£F, et semblablement placés, c est-à-dire, si l'on a 
l'angle ABS=rDEt, BAS=EDT, ABC=DEF, BAC 
=:EDF, et si en outre Finclinaison des plans SAB, 
ABC, est égale à celle des plans TDE » DEF : cela 
posé, je dis que ces pyramides ont toutes les faces 
semblables chacune à chacune , et les angles solide 
homologues égaux. 

Prenez BG=ED, BHmtEF, BI=ET, et joignez 
GH, 6I9 IH. La pyramide TDEF est égale à la pyra- 
mide IGBH; car ayant pris les côtés GB, BH, égaux 
aux côtés DE, EF, et l'angle GBH étant, par hypo- 
thèse, égal à l'angle DEF, le triangle GBH est égal 
à DEF; donc, pour opérer la superposition des deux 
pyramides , on peut d abord placer la base DEF sur 
son égale GBH ; ensuite , puisque le plan DTE est in* 
cliné sur DEF autant que le plan SAB sur ABC, il est 
clair que le planDET tombera indéfiniment sur le 
plan ABS. Mais , par hypothèse , l'angle DET = GBI , 
donc ET tombera sur son ^gale BI \ et puisque les 
quatre points D, E, F, T, coïncident avec les quatre 

♦ ,. 6 , B, H, I, il s'ensuit * que la pyramide TDEF coïn- 
cide avec la pyramide IGBH, 



Or^ à cmBB des triangles égaux DEF, 6BH, on a 
langle B6H=£DF=: BAC ; donc 6H est parallèle à 
AC Par une raison semblable GI est parallèle à AS; 
donc le plan IGH est parallèle k SAC*. De là il suit * 13. 
que le triangle IGH, ou son égal TDF, est semblable 
à SAC ^, et que le triangle IBH , ou son égal T£F , est « iS. 
semblable à SBC; donc les deux pyramides triangu- 
laires semblables SABG, TDEF, ont les quatre bces 
semblables chacune à chacune : de plus elles ont les 
^angles solides homologues égaux. 

Car on a déjà placé Fangle solide £ sur son homo- 
logue B , e t on pourrait faire de même pour deux autres 
angles solides homologues ; mais on voit immédiate- 
ment que deux angles solides homologues sont égaux, 
par exemple , les angles T et S, parce qu'ils sont for- 
més par trois angles plans égaux chacun à chacun 9 
et semblablement placés. 

Donc, deux pyramides triangulaires semblables ont 
les faces homologues semblables et les angles solides 
homologues égaux. 

Corollaire I. Les triangles semblables dans les deux 

pyramides fournissent les proportions ÀB:D£::BC: 

EF::AC:DF::AS:DT::SB:TE::SC:TF;donc, 

, dans les pyramides triangulaires semilailes, les côtés 

homologues sont proportionnels. 

II. Et puisque les angles solides homologues sont 
égaux, il s'ensuit que rinclinaison de deuxfax:es queU 
conques d^une pyranùde est égale à Pinclinaison des 
deux faces homotogiies de la pyramide semblable. 

III. Si on coupe la pyramide triangulaire SABC 
par un plan GIH parallèle à l'une des faces SAC, la 
pyramide partielle BGIH sera semblable à la pyramide 
entière BASC : car les triangles BGI, BGH, sont sem- 
blables aux triangles BAS, BAC, chacun à chacun, 
et semblablement placés ; TincUnaison de leurs plans 

Douz. édit. i3 
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eilt hi même de part et d^autîe; donc les deux pyra* 

mîdes sont semblables. 

fig. ai4. ly. En gëhëral, si on coupe une pyramide queU 
eonque SÂBGDE par un plan abcde parallèle h la 
Base, la pyramide partielle Sabcde sera semblable a 
la pyramide entière SABCDE. Car les bases ABGDE, 
àbûde^ sont semblables, et en joignant AG, ac^ on 
Tient de ptoUTer que la pyramide triangulaire SABG 
est semblable à la pyramide Sajbc*^ donc le point S e^t 
déterminé par rapport à la base ABC comme le point 

'UffaS. s Pest par rapport à la base aie* ^àonc les deux py- 
ramides SABGDE, Sabcde^ sont semblables. 

Scholie. Au lieu des cinq données requises par la dé- 
finition pour que deux pyramides triangulaires soient 
semblables, on pourrait en substituer cinq autres, 
SuiTant différentes combinaisons , et il en résulterait 
autant de tbéorémes , parmi lesquels' on peut distin- 
guer celui-ci : Deux pyramides triangulaires sont seni' 
blables lorsqu'elles ont les côtés homologues propor^ 
tionnels. 

fig.ao3. car^ ^i ^^ a les proportions AB:DE :: BC:EF:: AC 
:DF: :AS :DT :: SB : TE:: SG : TF, ce qm renferme 
cinq conditions, les triangles ABS , ABC , seront sem- 
blables aux triangles ÛËT, DEF, et semblablemeot 
placés. On aura aussi le triangle SBC semblable à 
TEF ; donc les trois angles plans qui forment Tangle 
solide B , seront égaux aux angles plans qui forment 
Tangle solide E , chacun à chacun ; d'où il suit que 
l'inclinaison des jplans SAB , ABC , est égale à celle de 
leurs homologues TDE , DEF , et qu'ainsi les deux 
pyramides sont semblables. 

PROPOSITION XXIV. 

THBOaéME. 

Deux polyèdres semblables ont les /aces ho- 
mologues semblables ^ et les angles solides homo^ 
logueségauXé 
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Soit ABCDB U base d'un polyèdre ; soient M et N ^. ai^ 
les sommets de deux angles solides^ hors de cette hue^ 
déterminés par les pyramides triangulaires MÂBG, 
lïABG ^ dont la base commune est ABC; soient dans 
Fautre polyèdre ^ abcde la base homologue ou aem^ 
UaUe à ABGDE , m et ti les sommets homologues à 
M et N 9 déterminés par les pyramides mabe^ nabc^ 
semblables aux pyramides MABG, NABC; je dis 
d'abord q[ue les distances MN, nui y sont proportion- 
nelles aux cètés homologues AB , o^* 

En effet, les pyramides MABC, tnethc^ étant sem« 
blables, l'inclin^son des plans MAC, BAC, est égale 
à celle des plans mae , bac ; pareillement les pyramides 
NABC , nahc , étant semblables, Tinclinaison des plans 
NAC , BAC , est égale à celle des plans nac , bac : donc, 
si on retranx^he les premières inclinaisons des der- 
nières, il restera l'inclinaison des plans NAC, MAC, 
égale à celle des plans nac^ mac. Mais, à cause de la 
similitude des mêmes pyramides, le triangle MAC est 
semblable à mac^ et le triangle NAC est semblable à 
n»û : donc les deux pyramides triangulaires MNAC, 
mnac, ont deux faces semblables chacune à chacune, 
semblablement placées et également inclinées entre 
elles; donc ces pyramides sont semblables^, et leurs ^^u 
cAtés homologues donnent la proportion MN : mn ::> 
AMrom. D ailleurs AM:a/n:: AB:a£; donc JSNimn 
l::AB : ab* 

Soient P et ^ deux autres sommets homologues des 
mêmes^ polyèdres, et on aura semblaUement l?N:pn 
::AB:a^, Pîâi:pm::AB:ab. Donc JSNimniiVNipn 
l:: PM :pm. Bonc le triangle PNM qui joint trois som^- 
mets quelconques d^un polyèdre est semblable au tri* 
angle pnm qui Joint les trois sommets homologues de 
PoiUre^o^edre^ 

Soient encore Q et ^ deux sommets homologues, et 
te triangle PQN sera semblable kpqn* Je dis de plus 

i3. 



que rinclinaîson des plans PQN, PMN, est égale à 
celle, des plans pqriy pmn. 

Car si on joint QM et ym, on aura toujours le tri. 
angle QNM semblable a qurn, et par conséquent l'angle 
QNM égal à qnm. Concevez en N un angle solide for- 
mé par les trois angles plans QNM, QNP, PNM, et 
en n un angle solide formé par les trois angles plans 
çnm^ qnp^pnm : puisque ces angles plans sont égaux 
chacun à chacun, il s'ensuit que les angles solides sont 
égaux. Donc l'inclinaison des deux plans PNQ, PNM, 
est égale à celle de leurs homologues /?7zy ,/>nmj donc, 
si les deux triangles PNQ, PNM, étaient dans un 
même plan, auquel cas on aurait l'angle QNM=QNP 
+ PNM, on aurait aussi fangle qmn-rziqnp+pnm^ et 
les deux triangles qnp^pnm^ seraient aussi dans un 
même plan. 

Tout ce qui vient d'être démontré a liéùj quels 
que soient les angles M, N, P, Q, comparés à leuri 
homologues m, ;?.,/>, ^. 

Supposons maintenant que la surface de lun des 
polyèdres soit partagée en tiîangles ABC, ACD, 
MNP, NPQ, etc., on voit que la surface de l'autre 
polyèdre contiendra un pareil nombre de triangles 
ahc^ acdy mnpy npq^ etc., semblables et semblable-» 
ment placés ; et si plusieurs triangles, comme MPN, 
NPQ, etc., appartiennent à une même face et sont 
dans un même plan , leurs homologues mpn , npq , etc., 
feront pareillement dans un même plan. Donc toute 
face polygone dans un polyèdre répondra à une iaccf 
polygone semblable dans lautre polyèdre; donc les 
deux polyèdres seront compris sous un même nombre 
de plans semblables et semblablement placés. Je dis de 
plus que les angles solides homologues seront égaux. 

Car, si langle solide N, par exemple, est formé' 
par les angles plans QNP, PNM, MNR, QNR, Tan- 
gle $oUde homologue n sera formé par les angles*' 
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plans qnp^ pnm^ mnr, qnr. Or, ces angles plans sont 
égaux chacun à chacun, et Tinclinaison de deux plans 
adjacents est égale à celle de leurs homologues ; donc 
les deux angles solides sont égaux, comme pouvant 
être superposés. 

Donc enfin deux polyèdres semblables ont les faces 
homologues semblables et les angles solides homo- 
logues égaux. 

Corollaire. Il suit de la démonstration précédente 
que si, avec quatre sommets d'un polyèdre, on forme 
une pyramide triangulaire , et qu on en forme une 
seconde avec les quatre sommets homologues d'un 
polyèdre semblable, ces deux pyramides seront sem% 
blables ; car elles auront les côtés homologues pro^ 
portionhels^ . , *%u*^Mi 

On voit en même temps que deux diagonales ho- 
mologues*, par exemple, AN, an^ sont entre, elles •t^^^à 
comme deux côtés homologues AB, a6. . 

PROPOSITION XXV. 

THEOREME. 

Deux polyèdres semblables peuvent se parta- 
ger en un même nombre <fe pyramides triangu^ 
laires semblables chacune à chacune, et sem- 
hlablement placées. 

Car on a déjà vu que les surfaces cle deux polyè- 
dres peuvent se partager en un même nombre de 
triangles semblables chacun à chacun , et semblable-^ , 
ment placés. Considérez tous les triangles d'un po- 
lyèdre 9 excepté ceux qui forment i'angle solide A ^ 
âW^^A^P^^ dai^^nt de .pj^r^mides triang;jïilaires 
^pf, ).ç,>9fniwet^est e^^ A pyramides. |m^^//bj»- j.^ ê 
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commun celui de langle a homologue à A ; il est clair 
que la pyramide qui joint quatre sommets d'un po» 
lyèdre sera semblable à la pyramide qui joint les qua- 
tre sommets homologues de l'autre polyèdre. Donc 
deux polyèdres semblables , etc. 

PROPOSITION XXVI- 

VBionéiKB» 

Deux pyramides semblables sont entre elles 
comme les cubes des côtés homologues. 
60. 2x4. Car deux pyramides étant semblables , la plus petite 
pourra être pfatoée dans la plus grande , de manière 
qu'elles aient Tangle solide S commun. Alors les bases 
ABGDE^ akcde^ liront parallèles; car, puisqi:^ les 
"«^ faces homologues sont semblables^, langle Soi est 
égal à SAB, ainsi que Sbc à SBC \ donc le pka $dfe 
^i3»5. est parallèle au plan ABC^ Cela posé, soit SO la 
perpendiculaire abaissée du sommet S sur le plan 
ABC ^ et soit o le point où cette perpendiculaire ren- 
contre le plan abc ; on aura , suivant ce qui a' été déjà 
{Ii5. démontré * y SO:S0::SA:Sa:: AB:a^; et par consé* 
que^t, 

\&0:\So:: AR:ab. 

Mais les bases ABCDE ^ abcde^ étant des figures sem* 
blables, on a, 

ABCDE : alcde :: AB*: âb^. 
Multipliant ces deux proportions terme à terme ^ il en 
résultera la proportion , 

. ABGPEXTSO:a&r/feXTS<>::ÂB':tf*} 

6r , ÀBCriÇ X f SO- èsi 1^' soXiàii dé là pyrâltii& 

* 18. " SABCÏ^ *V et âbcdè ^ |S.d est cfelïe dé là p^niafA 

'^"^akcclé; âo«ic àéai Wainiàes semfcîafeïékàùàt ë^ 

^élteà éèmkè fes cùfeéL àè lèutà^t^ tomi*è|â«4i^^ ^ 



PROPOSIXION XXVIL 

THÉOABMB. 

Deux pafyèdres semblables sont entre emx 
comme les cubés des côtés homologues. 

Car deux polyèdres semblables peuvent être par- H' ^i9< 
tagés en un même nombre de pyramides triangulaires 
semblables chacune à chacune*. Or, les deux pynu * A ^ 
mides semblables APNM, apnm^ sont entre elles 
comme les cubes des côtés homologues AM, am^ ou 
comme les cubes des côtés homologues AB, db. Le 
même rapport aura lieu eiitre deux autres pyramides 
homologues quelconques ; donc la somme de toutes 
les. pyramides qui composent un polyèdre ^ ou le po- 
lyèdre lui-même , est à l'autre polyèdre , conune le 
cube d'un côté quelconque du premier est au cube 
du côté homologue du second. 

Scholie général. 

On peut présenter en termes algébriques, c'est-à- 
dire, de la manière la plus succincte , la récapitulation ^ 
des principales propositions de ce livre concernant les 
solidités des polyèdres. 

Soit B la base dun prisme, H sa hauteur; la soli- 
dité du prisme sera B x H ou BH. 

Soit B la base d'une pyramide, H sa hauteur; la 
solidité de la pjramide sera BXjH, ou HXjB, ou 
ïBH. 

Soit H la hauteur d'un tronc de pyrandde à bases 
parallèles, soient A et B ses bases; )/ÂB sera la 
moyenne proportionnelle entre elles , et la solidité du 
tronc sera j H x (A + B + \/AB.) 
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Soit B la base duo tronc de prisme triangulaire^ 
H, H\ H% les hauteurs de ses trois somtnets supé- 
rieurs, la solidité du prisme tronqué sera ~B x (H + 
H' + H"). 

Soient enfin P etp les solidités de deux polyèdres 
semblables^ A et a deux câtés ou deux diagonales 
homologues de ces polyèdres, on aura P :p :: A^ : a. 
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LA SPHERE 

l. JLàâ, q>here est un solide terminé par une surface 
courbe, dont tous les points sont également distants 
d'un point intérieur qu on appelle centre. 

On peut imaginer que la sphère est produite par ig. »m. 
laréyoludon du demi-cercle DAE autour du diamètre 
DE : car la surface décrite dans ce mouvement par la 
courbe DAE aura tous ses points à égales distances 
du centBe C. 

II. Le rc^n de la sphère est une ligne droite mer 
née du centre à un point de la surface ; le diamètre 
ou axe est une ligne passant par le centre , et termi* 
née dl^ part et d'autre à la surface. 

Tous les rayons de la sphère sont égaux ; tous les 
diamètres sont égaux et doubles du rayon. 

III. Il sera démontré * que toute section de la * P'- >< 
sphère, faite par un plan , est un cercle : cela posé, 

on appelle grand cercle la section qui passe par le 
centré , petit cercle celle qui n y passe pas. 

IV. Un plan est tangent à la sphère lorsqu'il n a 
qu'un point commun avec sa surface. 

V. Le pôle d^un cercle de la sphère est un point 
de la surface également éloigné de tous les points de 

la circonférence de ce cercle. On fera voir* que tout * P»« ^- 
cercle, grand ou petit, a toujours deux pôles. 

VI. Triangle sphérique est une partie de la surface 
de ia sphîure ocmipiise par trois arcs de grands cercles. 



Ces arcS) qui s'appellent les côt^s du trkngle, sont 
toujours supposé^ plus petits que la demi-circonfé- 
rence. Les angles que leurs plans font entre eux sont 
les angles du triangle. 

VII. Un triangle sphérique prend le nom de rec» 
tangle^ isoscele^ équdauéral y dans les mêmes cas qu'un 
triangle rectiligne. 

VIII. Polygone sphérique est une partie de la sur- 
face de la sphère terminée par plusieurs arcs de grands 
cercles. 

IX. Fuseau est la partie de la surface de la «phera 
comprise entre deux demi->grands cercles qui le ter* 
minent à un di&metré commun. 

X. rappellerai coin ou onglet sphérique la parue du 
solide de la sphère comprise entre les mêmes demi- 
grands cercles , et à laquelle le fuseau sert de base. 

XI. Pyramide sphérique est la partie du solide de 
la sphère comprise entre les plans d'un angle solide 
dont le sommet est au centre. La hase de la pyramide 
est le polygone sphérique intercepté par les mêmes 
plans. 

XIL On appelle zone la partie de la surface de la 
sphère comprise entre deux plans parallèles qui en 
sont les bases. L'un de ces plans peut être tangent à la 
sphère , alors la zone n'a qu'une base. 

XIIL Segment sphérique est la portion du solide 
de la sphère comprise entre deux plans parallèles qui 
en sont les bases» ^ ' 

L'un de ces plans peut être tangent à la ^nhere • 

alors le segment sphénque n'a qu'une bçtsè^ ^ V^ 

«g.aao. XIV. La hmaeur ttuné zone oxk^^j^jffgfft^ §fj: 

k distance des deux plans EWajfci^r:ffl»:2?fiSf;>é 

bases de hi zone ou du seg«ienti. .. ,,,, {,,;,,,. ^^y,.^.^ 

XV. Tandis que te.dewé-««^:I^AJ^ 
ww du dk»etmaS:dbDfii^kiq|h^ 
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feimiIftiÉ^, Êomma DGF ou FGH« clécril m it^Hiàê 
ijnton àfpêh seeimr ^Aériqw^ 

PliOPOSITION PREMIERE. 

v&io&ijie. 

TiMtê Section de la spHere, faite par unplani 
êsi un cercle. 

Soit AMB la seetiôn faite par un pbn dans la sphère ig. sic < 
dent le centre est G. Du point G meaex la pevpendi*- 
culaire GO sur le plan AMB , et difiéieutes lignes GM, 
GM 9 à différents points de la courbe ÂMB qui termine 
la section. 

Les obliques GM, GM, GB, sont égales, puisqu'elles 
sont des rayons de la sphère , elles sont donc égale- 
ment éloignées de la perpendiculaire CO * ; donc toutes • S> •• 
les lignes OM, ÔM, OBy'sont égales; donc la section 
AMB est un cercle dont le point O est le centre. 

Corolkdre I. Si la section passe par le centre de la 
«phere, son rayon sera le rayon de U spbei^; donc 
tous les grands cercles sont égauit entre eux. - 

II. Deux grstods cercles se coupent toujotira en deux 
parties égales; car leur interseetidn commune, pas- 
sant par le centre, est un diamètre. 

III. Tout grand ceitcle divise la sphère et Sa surlioe 
en deux parties égales; car si, après avoir séparé les 
deux hémisphères, on les applicpiè sur la base eom* 
mune en tournant leur eonyexilé du même c6té , les 
deux sjirfaces coïncideront Tune avec l'autre , sans 
quoi il y aurait des points plitt près du centre les uns 
que les autres. 

IV. Le centre d'Un petit cercle et celui de la sphère ig. tti^ 
ii6âV ài^'line même droite perpendiculaire au phin dli 

petit cerële^''^^^^^ v'vsùo \ 'x\^sv> t ii :ir\o\ 4.»Ny ....... 
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sont pfau éloignés du centre de la spheré ; car plus la 
distance GO est gralide^ plus est petite la ccurde AB, 
diamètre du petit cercle AMB. ' 

* YI. Par deux points donnés sur la sur&ce d'une 
sphère, on peut £iire passer un arc de grand cercle f 
car les deux points donnés et le centre de la sphère 
sont trois points qui déterminent la position d'un plan. 
Si cependant les deux points donnés étaient aux ex- 
trémités d'un diamètre, alors ces deux points et le 

. centre seraient en ligne droite, et il y aurait une in- 
finité de grands cercles qui pourraient passer par les 
deux points donnés. 

PROPOSITION IL ' 

THÉOaâHB. 

fiffiSM. Dans tout triangle sphérique ABC, un côté 
quelconque est plus petit que la somme des deux 
autres. 

' Soit O le qentre de la sphère^ et soient menés les 
rayons OA, QB, OC. Si on imagine les plans AOB, 
AOG, GOB, ces plans formeront au point O un angle 
soKde, et les angles AOB, AOG, GOB, auront pour 
mesure les c6tés AB, AC, BG, du triangle sphérique 
ABG. Or, chacun des trois angles plans qui composent 
Fangle solide est moindre que la somme des deux 

*ax,5i autres*; donc im c^té quelconque du triangle ABC 
^esi moindre que la somme des deux autres. 

PROPOSITION III. 

THBOAâlCB. 

Le plus court chemin d'un point à un autre, 
sur la sujface de la sphère, est P^r(i,4^,gr^^ 
cercle qui joint les deux points donnai ^^\ jejr^/y 
fig.a»3.^îr4|^i>>^^4^,de*griwlrOfwaftw^ ^j^ip^nis 



. 'A et B , et Mit hors de cet arc , s'il est poMi]ble , M un 
point de la ligne la plus courte entre A et B. Par le 
point M menez les arcs de grands cercles MA, MB| 
et prenez BN=:MB, 

Suivant le théorème précédent Tare ANB est plus 
court que AM + MB; retranchant de part et d'autre 
BN=BM, il restera AN<AM. Or, la distance de B 
en M, soit quelle se confonde ayec l'arc BM, ou 
qu'elle soit toute autre ligne, est égale à la distance de 
B et N; car en faisant tourner le plan du grand cercle 
BM autour du diamètre qui passe par B , on peut ame* 
ner le point M sur le' point N , et alors la ligne la plus 
courte de M en B, quelle qu'elle soit, se confondra 
avec celle de N en B ; donc les deux chemins de A en 
B, l'un en passant par M^, l'autre en passant par N, 
ont une partie égale de M en B et de N en B. Le pre- 
mier chemin est, par hypothèse, le plus court; donc 
la distance de A en M est plus courte que la distance 
de A en N, ce qui serait absurde, puisque l'arc AM 
«st plus grand que AN ; donc aucun point de la ligna 
SU plus courte entre A et B ne peut être hors de Tare 
ÂKB ; donc cet arc est lui-même la ligne la plus courte 
entre ses extrémités. : 

PROPOSITION IV. 

THÉOaÊMfi. 

' La Somme des trois côtés d'an triangle sphé- 
Tique est moindre que la circonférence d'un 
grand cercle. 

Soit ABC un triangle sphérîque quelconque ; pro» fg. tai* 
longez les côtés AB, AC, jusqu'à ce qu'ils se rencon* 
trent de nouveau en D. Les arcs ABD, AGD, seront 
des demi-circonférences, puisque deux grands cercles 
se coupent toujours en deux parties égales*; mais dans • u 
le triangle BCD on a le.câié BG < BD + CD* ; ajoutant « ^ 



de part et d'antre Aîl4- AOyon au» AB+AQ^BC 
\<ASD+AGD^ c'estAWUie, plus petit qu'un» ciccspo*- 
finrence* 

PROPOSITION V. 

La somme des côtés de tout polygone sphi- 
rique est moindre que la circonférence d'un 
grand cercle. 
^ aa5. S<^i^î P**" e»^»»?^®» "^ pentagone ABCDE : prolon- 
gea les côtés AB, DC, jiisquà leur rencontre en Fj 
puisque BC est plus petit que BF +CF, le contour du 
pentagone ABGDE est plus petit que celui du quadri- 
lat^e AÉDF. Prolongez de nouveau les côtés AÉ, 
FD, jusqu'à leur rencontre en G, on aura ED<EG 
-l-GD* donc le contour du quadrilatère AEDF est 
plus petit que celui du triangle AFG ; celui-ci est plus 
petit que la circonférence d'un grand cercle ; donc 
9^rtiori le contour du polygone ABCDE est moindre 
que cette vaême circonférence. 

Scholie. Cette proposition est au fond la même €pjub 
là XXII* du livre v ; car , si O est le centre de la sphère, 
on peut imagiixer au point O un angle solide formé 
par les angles plans AOB, BOC, COD, etc., et la 
somme de ces angles doit être plus petite que quatre 
angles droits, ce qui ne diffère pas de la proposition 
présente. La démonstrati<>n que nous venons de don- 
ner est dMTérente de celle du lin» y 5 l'une et l'autre 
supposent que le polygone ABCDE est convexe, ou 
qq aucun eôté prolongé ne coupe la jGgure* 

PROPOSITION VI. 

Ig.iaai Si on mené le diamètre DE perpendiadaire 
au plan du grand cercle AMB^ les ex^éndtés 
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lietEdecê diamètre sertmt lêspéh^ du curcle 
AMB j et de tous les petits cercles ^ comme FN6 , 
qui lui sont parallèles. 

Car DG étant perpendiculaire au plati AMB ^ est 
perpendiculaire à toutes les droites CA, CM^ GB, etc., 
menées par son pied dans ce plan ; donc tous les arcs 
DA, DM, DB, etc. , sont des quarts de circonférence : 
il en est de même des arcs EA, EM, EB, etc. ; donc 
les points D et E sont chacun également éloignés de 
tous les points de la circonférence AMB ; donc ils sont 
les pôles de cette circonférence *. * ^* *• 

En second lieu, le rayon- DC, perpendiculaire au 
plan AMB , est perpendiculaire à son parallèle FIf G ; 
donc il passe par le centre O du cercle FNG * j donc * *• 
51 on tire les obliques BF, DN, DG, ces obliques s^é- 
carteront également de la perpendiculaire DO et seront 
égales. Mais les cordes étant égales, les arcs sont 
égaux ; donc tous les arcs DF, DN, DG , etc., sont égaux 
entre eux ; donc le point D est le pôle du petit cercle 
]^C, et par la même raison le point E est Fautrepôle. 

Corollaire I. Tout arc DM meaé dun point de Tare 
de. grand cercle AMB à son pôle est un quart de cir- 
conférence, que nous appellerons pour abréger un 
qtiadransy ou un quadrant, et ce quadrant &it en 
même temps un angle droit arec Tare AM. Caria ligne 
DG étant perpendiculaire au plan AMG, tout plan 
DMC qui passe par la ligne DG est perpendiculaire au 
plan AMG *\ donc langle de ces plans, ou, suivant la « sS» 0^ 
dé£ Ti, l'aigle AMD , est un angle droit, 

II. Pour trouver le pôle d'un arc donné AM, menez 
Tare indéfini MD perpendiculaire à AM, prenez MD 
égal à un quadrant, et le point D sera lui des pôles 
de l'arc MD ; ou bien menez aux deux points A et M 
les arcs AD et MD perpendicufaires à AM , le point de 
concours D de ces deux arcs sera le pôle demandé/ 



III. Rëciproqadment, si la distance du point D à 
chacun des points A et M est égale à un quadrant , je 
dis que le point D sera le pplè de l'arc AM, et qu'en 
même temps les angles DÂM, AMO, seront droits. 

Car soit G le centre de la sphère, et soient menés les 
rayons CA, CD, CM: puisque les angles ACD, MCD, 
son% droits, la ligne CD est perpendiculaire aux deux 
. droites CA , CM ; donc elle est perpendiculaire à leur 
plan ; donc le point D est le pôle de l'arc AM ; et par 
suite les angles DAM, AMD, sont droits. 

Schjolie. Les propriétés des pôles permettent de tra- 
cer sur la surface de la sphère des arcs de cercle avec 
la même facilité que sur une surface plane. On voit , 
par exemple, qu-en faisant tourner l'arc DF ou toute 
autre ligne de même intervalle autour du point D, 
l'extrémité F décrira le petit cercle FNG; et si on fait 
tourner le quadrant DFA autour du point D , Tex- 
trémité A décrira l'arc de grand cercle AM. 

SU faut prolonger l'arc AM, ou si on ne donne que 
les points A et M par lesquels cet arc dcfit passer, on 
déterminera d'abord le pôle D par l'intersection de 
deux arcs décrits des points A et M comme centres 
avec un intervalle égal au quadrant. Le pôle D étant 
trouvé, on décrira du point D, comme centre et avec 
le même intervalle, l'arc AM et son prolongement. 

Enfin, s'il faut du point donné P abaisser un arc 
perpendiculaire sur lare donné AM, on prolongera 
celui-ci en S jusqu'à ce que' l'intervalle PS soit égal à 
un quadrant ; ensuite du pôle S et du même intervalle 
on décrira l'arc PM, qui sera lare perpendicukîre de- 
mandé. 
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PROPOSITION VII. 

THBORBMB. 

Tout plan perpendiculaire à V extrémité d^un 
rajron est tangent à la sphère. 

Soit F AG un plan perpendiculaire à l'extrémité du Sf « «^ 
rayon OA; si on prend un point quelconque M sur 
ce plan , et qu'on joigne OM et AM , Tangle OAM sera 
droit, et ainsi la distance OM sera plus grande que 
OA. Le point M est donc hors de la sphère ; et, comme 
il^en est de même de tout autre point du plan FAG, 
il s'ensuit que ce plan n a que le seul point A com« 
mun avec la surface de la sphère ; donc il est tangent 
à cette surface *. PèU^ii 

Scholie. On peut prouver de même que deux sphères 
n'ont qu'un point 'commun, et sont par conséquent 
tangentes Tune à l'autre : lorsque la distance de leurs 
centres est égale à la somme ou à la différence de 
leurs rayons , alors les centres et le point de contact 
sont en ligne droite* 

PROPOSITION VIII. 

TBBORâME. 

V angle BAC que font ^ntre eux deux arcs de §t^ nfk 
grands cercles AB , AC ^ est égal à l'angle FAG j 
formé par les tangentes de ces arcs au point A : 
il a aussi pour mesure l'arc DE, décrit du point 
A comme pôle entre les côtés AB, AC^prohngés 
s'il est nécessaire. 

Car la tangente AF, menée dans le plan de Tare 
AB, est perpendiculaire au rayon AOj la tangente 
AG, menée dans le plan de l'arc AG, est perpendi- 
culaire au même rayon AO^ Donc l'angle' FAG est 

DoUz, éd. i4 





I ^7^5. égal à l'angle des plans OÂB, OAG*, qui est celui des 
arcs AB, AC, et ^ui se désigne par BAC. 

Pareillement, si Tare AD est égal à un quadrant, 
ainsi que AE, les lignes OD, OE , seront perpendicu- 
laires à AO, et l'angle DOË sera eni»>re égal à Tangle 
des plans AOD, AOE ; donc Tare DE est la mesure de 
Tangle de ces plans, ou la mesure de 1 wgle GAB* 

Corollaire. Les angles des triangles sphéiiqpies peu- 
vent se contparer entre eux par 1^ arcs de grands c^ 
clés décrits de leurs sommets comme pôles et compris 
entre leurs c6tés : ainsi il est facile de faire un angle 
^al à un angle donné. 
Bg. a3S, Scholie. Les angles opposés au sommet , tels que 
AGO et BCN, sont égaux ; car l'un ou Tàutre est tou^ 
jours l'angle formé par les deux plans ACB, OCN. 

On voit aussi que dans la rencontre de deux arcs 
ACB^ OCN, les deux angles adjacents AGO, OCB, 
pris ensemble, valent toujours deux angles droits. 

PROPOSITION IX. 

THÉORBMB. 

^} ia7. Étant donné le triangle ABC , si des points 
A, B, C, comme pôles y on décrit les arcs EF, 
FD , DE , qui forment le triangle DEF ; récipro- 
quement les ttois points D, E, F, seront les 
pôles des côtés BC , AC , AB. 

Car le point A étant le pôle de Tare EF, la distance 
AE est un quadrant ; le point C étant le pôle de l'arc 
DE, la distance CE est pareillement un quadrant; 
dcmc le point E est éloigné dun quadrant de chacun 
♦ C^ des points A et C ; donc il est le pôle de Parc AC *. 
«or. 3. On démontrera de même que D est le pôle de lare 
BG , et F celui de l'arc AB. 

Corollaire. Donc le triangle ABC peut être décrit 
par le moyen de DEF , comme DEF par te moyen de 
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PROPOSITION X. 

rHÉORBME. 

Les mêmes choses étant posées que dans le 
théorème précédent y chaque angle de l'un des 
triangles ABC, DEF, aura pour mesure la demi- «giaa;. 
circonférence moins le côté opposé dans l'autre 
triangle. 

Soient prolongés, s'il est tiécessaîre, les côtes AÉ, 
AC , jusqu'à la rencontre de EF en 6 et H ; puisque 
le point A est le pôle de lare GH , l'angle A aura pour 
mesure Tare GH. Mais lare EH est un quadrant 
ainsi que GF, puisque E est le pôle de AH, et F le 
pôle de AG ; donc EH+GF vaut une demi -circon- 
férence. Ôr EH + GF est la même chose que EF + 
GH ; donc Fàrc GH qui mesure langle A est égal à 
une demi-circonférence mdins le côté EF ; de même 
langle B aura pour mesure 7 cire. — DF, et Fangle C, 
^ cire.— DE. 

Cette propriété doit être réciproque entre les deux 
trisingles, puisqu'ils se décriTent de la même manière 
l'un par le moyen de l'autre. Ainsi on trouvera que 
les angles D, E, F, du triangle DEF, ont pour me- 
sures respectivement ^ ciré, *— BC , 7 cire. — AC, { ci^v. 
— AB. En effet l'angle D, par exemple, a pour. me- 
sure l'are MI ; or MI + BC =:MC + BIt=:i^c?iri?. / 
donc Tare MI , mesure de l'angle D^ = 7 circ^ — BÇ, 
et ainsi des autres. 

Scholie. n faut remarquer qu'outre le triangle DEF fig. aaS. 
on en pourrait former trois autres par l'intersection 
des trois arcs DE , EF , DF. Mais la proposition ac- 
tueHe n'a lïeu que pour le triangle central, qui est 
distingué des trois autres en ce que les deux anjgles A 
et D sont situés d'un même côté de BC> les deux B H* m?' 

i4- 
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et E d'un même côté de AC, et les deux C et F tfun 
même côté de AB. 

On donne différents noms aux deux triangles ÂBC, 
DEF ; nous les appellerons triangles polaires. 

PROPOSITION XL 
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Hg. aag. JEtant donné le triangle ABC, si du paie A et 
de Finters^alle AC on décrit Varc de petit cerck 
DEC ; si du pôle B et de V intervalle BC on déqfit 
pareillement Varc DFC , et que du point D , oà 
les arcs DEC, DFC, se coupent , on mené les 
arcs de grands cercles AD, DB \ je dis que k 
triangle ADB ainsi formé aura ses parties égales 
à celles du triangle ACB. 

Car par construction le côté AD=i:AC, DB=:BC, 
AB est commun ; donc ces d6iux triangles ont les côtés 
égaux t^hacun à chacun. Je dis maintenant que les 
angles opposés aux côtés égaux sont égaux. 

En effet, si le centre de la sphère est supposé en 
O , on peut concevoir un angle solide formé au point 
O par les trois angles plans AOB, AOC, BOCj on 
peut concevoir de même un second angle solide formé 
par les trois angles plans AOB, AOD, BOD, Et puis- 
que les côtés du triangle ABC sont égaux à ceux du 
triangle ADB, il s'ensuit que les angles plans qui 
forment un de ces angles solides sont égaui^ aux angles 
plans qui forment rauti*e angle solide , chacun à 
f ^3 5, chacun : mais dans ce cas il a été démontré ^ que les 
plans dans lesquels sont les angles égaux sont égale- 
ment inclinés entre eux ; donc les angles du triangle 
sphérique DAB sont égaux à ceux du triangle CAB, 
savoir DAB=BAC, DBA=ABC, et ADB=:ACB; 
donc les côtés et les angles du triangle ADB sont ^aux 
aux côtés et aux anglçs du triangle ACB. 
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Scholie. Légalité de ces triangles n^est cependant 
pas une égalité absolue ou de superposition , car il 
serait impossible de les appliquer lun sur l'autre 
exactement, à moins qu'ils ne fussent isosceles. L'éga* 
lité dont i) s'agit est ce que nous avons déjà appelé 
une égalité par symmétricy et par cette raison nous 
appellerons les triangles ACB, ADB, triangles sjm^ 
métriques, 

PROPOSITION XIL 

THÉOaÊHE. 

D^eux triangles situés sur la même sphère ^ ou . 
sur des sphères égales , sont égaux dans toutes 
leurs parties, lorsqu'ils ont un angle égal çom* 
pris entre côtés égaux chacun à chacun. 

Soit le côté AB=EF, le côté AC=z=EG> et l'angle fig.atM 
BAC=FEG, le triangle EFG pourra être placé sur 
le triangle ABC ou sur son symmétrique ABD , de la 
même manière qu'on superpose deux triangles recti- 
lignes qui ont un angle égal compris entre côtés 
égaux. Donc toutes les parties du triangle EFG seront 
égales à celles du triangle ABC, c'est-à-dire qu'outre 
les trois parties qui sont supposées égales , on aura le 
côté BG=FG, l'angle ABC =EFG, et l'angle AGB 
=;:EGF. 

PROPOSITION XIII. 

THBORBHS. 

Deux triangles situés sur la même sphère , ou 
sur des. splieres égales^ sont égaux dans toutes 
leurs parties y lorsqu'ils ont un côté égal adja- 
cent à deux angles égaux chacun à chacun. 

Car l'un de ces triangles peut être placé sur l'autre 
ou sur son symmétrique , comme on le fait dans le cas 
pareil des triangles rectilignes. Vcyezprop.Vll^ liv. f^ 
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PROPOSITION XIV. 

THBOaBICE« 

Si deux triangles situés sur la même sphère , 
ou sur des sphères égales , sont équilatércuLX 
entre eux y ils seront aussi équiangles , et les angles 
égaux seront opposés aux côtés égaux, 
Cg. aag. Q^ est manifeste par la proposition xi, où Ion a 
vu quavec trois côtés donnés AB, AC, BG, on ne 
peut fidre que deux triangles AGB, ABD, différents 
quant à la position des parties, mais égaux quant à 
la grandeur de ces mêmes parties. Donc deux trianglei; 
équilatéraux entre eux sont ou absolument égaux, ou 
au moins égaux par symmétrie ; dans lun et Tau^re 
cas ils sont éqniaugles , et les any;le3 égaux sont oppo- 
sés aux côtés égaux. 

PROPOSITION XV. 

THEOREME. 

Dans tout triangle sphérique isoscele les angles 
opposés aux côtés égaux sont égaux ; et récipro- 
quement , si deux angles d'un triangle sphérique 
sont égaux, le triangle sera isoscele. 
Cg.a3i. i^ Soit le côté AB=AG ; je dis qu'on aura l'angle 
C=B : car si du sommet A au point D, nlilieu de la 
base, on mené lare AD, les deux triangles ABD, 
ADC, auront les trois côtés égaux chacun à chacun; 
savoir, AD commun , ,BD= DC, et AB=AC : donc, 
par le théorème précédent, ces triangles auront les 
angles égaux, et on aura B=C. 

a? Soit l'angle B=C'; je dis qu'on aura AC= AB : 
car si le^côté AB n est pas égal à AC, soit AB le plus 



grand des deux, prenez BO=:AC, et joignez OC. 
Les deux côtés BO, BC , sont égaux aux deux AC, BC ; 
l'angle compris par les premiers OBC est égal à 1 angle 
compris par les seconds AGB. Donc les deux triangles 
BOC, AGB, ont les autres parties égales "^^ et oa a *m4 
l'angle OGB=: ABC : mais Tangle ABC, par hypothèse» 
zzAGB; donc on aurait OCB=:ACB, ce qui est im- 
possible ; donc on ne peut supposer AB différent de 
AG; donc les côtés AB, AG, opposés aux angles égaux 
B et C, sont égaux. 

Scholie. La même démonstration prouve que Tangle 
BAD=DAC , et que langle BDA=;:ADG. Donc ces 
deux derniers sont droits ; donc Varc mené du som-' 
met d*un triangle sphérique isoscele au milieu de sa base 
est perpendiculaire à cette base ; et dîvisje P angle du 
sommet en deux parties égales, 

PROPOSITIOrrXVL 

THÉOKÊMB. 

Dans un triangle sphérique ABC, si V angle A H*^^ 
est plus grand que V angle B , le côté BC opposé 
à l'ar^le A sera plus grand que le côté kC op- 
posé à l'angle B ; réciproquement ^ si le côté fiC. 
est plus grand que CA , l'angle A sera plus grand 
que l'angle B. 

lo Soit l'angle A>B, faites langle BAD=B, toiu 
aureas ADcrrDB * : mais* AD + DC est plus grand que *A 
AG ; à la place de AD mettant DB, on aura DB+DG 
ou BC>AG. 

Q? Si on suppose BC > AG, je dis que Tangle BAC 
sera plus ^nd que ABC : car ,-st BAC était égal à 
ABC, on aurait BG=: AG f et si on avait BAC < ABC, 
il s'ensuivrait , par ce qui vient d'être démontré, qu'on 
a BC<AG; ce qui est contre la supposition. Donc 
l'angle BAG est plus grand que ABC, 
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PROPOSITION XVII. 

THÉOHÊHE. 

ig. tSS; Si les deux côtés AB, AC , du triangle sphê- 
rique ABC sont égaux aux deux côtés DE , DF , 
du triangle DEF tracé sur une sphère égale , si 
en même temps T angle A est plus grand que 
V angle D , je dis que le troisième côté BC du pre- 
mier triangle sera plus grand que le troisième 
EF du second. 

La démonstration est absolument semblable à celle 
de la prop, x^ lm*e i. 

PROPOSITION XVIII. 

THÉOHâME. 

Si deux triangles tracés sur la même sphère 
ou sur des sphères égales sont équiangles entre 
eux , ils seront aussi équilatéraux. 

Soient A et B les deux triangles donnés, P et Q leurs 
triangles polaires. Puisque les angles sont égaux dans 
les triangles A et B, les côtés seront égaux dans les po- 

* 10. laires P etQ*^; mais de ce que les triangles P et Q sont 

équilatéraux entre eux, il s'ensuit qu'ils sont aussi 

* 14. équiangles '^ ; elifin , de ce que les angles sont égaux 

* 10. dans les triangles P et Q, il s'ensuit * que les côtés sont 

égaux dans leurs polaires A et B. Donc les triangles 
équiangles A et B sont en^ même temps équilatéraux 
entre eux. 

On peut encore démontrer la môme proposition sans 

le secours des triangles polaires de la manière suivante. 

fi^- aH' Soient ABC , DEF , deux triangles équiangles entre 

eux, de sorte qu'on ait A=D, B=E, C=:F; je dis 

qu'on aura le côté AB=DE, AC=:DF, BC=EF. 



Sur le prolongement des côtés AB , AC ^ prenez AG 
=DE, et AH=:DF ; joignez GH et prolongez les arcs 
£C, Gfi^ jusqu'à ce qu'ils se rencontrent en I et K» 

Les deux côtés AG , AH , sont par construction 
^ux aux deux DF, D£ ; langle compris GAH=;:BAG 
=EDF ; donc * les triangles Ai&H , DEF , sont éjjaux • «. 
dans toutes leurs parties, donc l'angle AGH=:DEF 
=ABC, étrangle AHG=DFE=ACB. 

Dans les triangles IBG, KBG, le côté BG est com- 
mun, Tangle IGB=GBK ; et puisque IGB+ BGK est 
égal à deux droits, ainsi que GBK+IBG, il s'ensuit 
que BGK=IBG, Donc les triangles IBG, GBK, sont 
égaux*, donc IG=BK, erIB=GK. 'lî. 

Pareillement, de ce que l'angle AHG=ACB, on 
conclura que les triangles IGH , HCK, ont un côté égal 
adjacent à deux angles égaux; donc ils sont égaux; 
doncIH=CK, et HK=IC. 

Maintenant, si des égales BK, IG, on retranche left 
^ales GK, IH, les restes BG, GH, seront égaux. D'ail- 
leurs l'angle BGA=AHG, et l'angle ABG=AGH- 
Donc les triangles ABG, AHG, ont un côté égal ad- 
jacent à deux angles égaux ; donc ils sont égaux • 
mais le triangle DEF est égal dans toutes ses parties 
au triangle AHG ; donc il est égal aussi au triangle 
ABG, et on aura AB=DE, AG=DF, BG=EF; 
donc , si deux triangles sphériques sont équiangles 
entre eux, les côtés opposés aux angles égaux seront 
égaux. 

Scholie. Gette proposition n'a pas lieu dans les 
triangles rectilignes , où de l'égalité des angles on ne 
peut conclure que la proportionnalité des côtés. Mais 
4 est aisé de rendre compte de 1» différence qui se 
trouve à cet égard entre les triangles rectilignes et 
les triangles sphériques. Daiis la proposition présente, 
ainsi que dans les prop. xii, xiii, xiy et xvii, où 
il s agit de la comparaison des triangle , il est dit 
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expreBsémefA que ces tmnglea sanï tracés sur la 
même sphère ou sur des sphères ^ales. Or 1^ arcs 
semblaMes sont proportionnels aux rajonfjHionc, 
sur des sphères égales ^ deux triangles ne peuvent 
être semblables sans être ^ux. Il n'est donc pas 
surprenant que Tégalité des angles entraîne l'égaËté 
des côtés. 

Il en serait autrement si les triajigle;^ étaient tracés 

sur des sphères inégales; alors les angles étant égaux , 

^ lés triangles seraient semblables , et les côtés homo» 

logues seraient entre eux comme les. rayons des 

sphères. 

PKOPOSITION XIX, 

THÉORÉMS. 

La somme des angles de tout triangle spJié' 
Tique est moindre que six et plus grande que 
deux angl^ droits, ' ^ 

Car i^ chaque angle d'un triangle sphérique est 
moindre que deux angles droits ('z/tT^âJs le schoUe ci* 
après) \ donc la somme dés trois angles est moindre 
que six angles droits. 

a^ La mesure de chaque angle d'un vtriangle sphé-^' 
rique est égale à la demi -circonférence moins le c6té 

^10. correspondant du triangle polaire^; donc la somBae 
des trois angle^s â pour mesure trois demi-circonfSé^ 
rences moins la somme des côtés du triangle polaire. 
Or cette dernière somme est plus petite qu'une cir- 

* 4. conférence * ; donc , en la retranchant de trois demi-' 
cîrcon£^nces, le reste sera plus grand qu'une dani* 
circonférence, qui est la mesure de' deux angles 
droits; donc a° la somme des trois angles d'un triangle 
j^phérique est plus grande que deux angles droits. 

Corollaire I. La somme des angles d'un triangle 
sphérique nes^ pas constante comme celle de^ tri^ 



angles rectriigneâ ; elle yarie depuis deux angks dsoit» 
jusqu'à six, sans pouvoir être ^ale à Tune ni à Vautra 
limite. Ainsi deux angles donnés ne font pas coimaîtrQ 
le troisième. 

Corollaire II. Un triangle sphérique peut avoir 
deux ou trois angles droits, deux ou trois angles 
obtus. 

Si le triangle ABC est bi-rectangle ^ c'est* à*dire fig. «35. 
s'il a deux angles droits B et G, le sommet A sera 1« 
pôle de la base BC*; et les côtés AB, AC, -seront des *e. 
quadrants. 

Si en outre l'angle A est droit , le triangle ABGs«« 
tri'-rectangle y ses angles seront tous droits et ses côtés 
des quadrants. Le triangle tri -rectangle est contenu 
huit fois dans la surface de la sphère ; c'est ce que l'on 
voit par la fig. 236 , en supposant l'arc MN é^ à un 
quadrant* 

Scholie. Nous avons supposé dans tout ce qui pré- 
cède, et conformément à la djéfiuit. vi, que les trian- 
gles sphériques ont leurs côtés toujours plus petits 
que la demi -circonférence ; alors il s*en$uit que les 
angles sont toujours plus petits que deux angles dipoits: 
car, si le côté AB est moindre que k demi-circonfé. H-^^ 
rence , ainsi que AG , ces arcs doivent être prolongés 
tous deux pour se rencontrer en D. Or les deux angles 
ABC , GBD, pris ensemble, valent deux angles droits* 
donc l'angle ABG tout seul est moindre que deux 
angles droits. 

Nous observerons cependant ^tfîl existe des trian- 
gles spbériques ddnt certains côtés sont plus grands 
que la demi - circonférence , et certains angles plus 
grands que deux angles droits. Car, si on prolonge 
le côté AG en une circonférence entière AGE , ce qui 
reste, en retranchant de la demi -sphère le triangle 
ABC, est un nouveau triangle, qu'on peut désigner 
aussi par ABG , et dont les côtés sont AB, DO, AEJDC. 



On Toît donc que le côté ÂEDC est plus gi^and que la 
demi«circonféxënce AED ; mais en même temps l'an- 
gle opposé en B surpasse deux angles droits de la 
quantité CBD. 

Au reste, si on a exclu delà définition les triangles 
dont les côtés et les angles sont si grands, c'est que 
leur résolution ou la détermination de leurs pardes 
se réduit toujours à celle des triangles renfermés dans 
la définition. En effet, on Toit aisément que si on 
connaît les angles et les côtés du triangle ABG^ on 
connaîtra immédiatement les angles et Içs côtés du 
triangle de même nom qui est le reste de la demi-sphere. 

PROPOSITION XX. 

TnBOREME. 

fig. a3«. Le fuseau AMENA est à la surface de la sphère 
comme V angle M AN de ce fuseau est à quatre 
angles droits y ou comme Varc MN qui mesure 
cet angle est à la circonférence. 

Supposons d'abord que l'arc MN soit à la circon- 
férence MNPQ dans un rapport/ rationnel^ par exem- 
ple^ comme 5 est à 4S* On ctivisera la circonférence 
MNPQ en 48 parties égales, dont MN contiendra 5 ; 
joignant ensuite le pôle A et les points de division 
par autant de quarts de circonférence, on aura 48 tri- 
angles dans la demi-sphere^ AMNPQ , lesquels seront 
tous égaux entre eux, puisqu'ils am*ont tou|es leurs 
parties égales» La sphère entière contiendra donc 96 
de ces triangles partiels, et le fuseau AMBNA en con- 
tiendra 10 ; donc le fuseau est à la sphère comm^ 10 
est à 96, ou comme 5 est à 48, c'est-à-dire comme 
Tare MN est à la circonférence. 

Si lare MN n est pas commensurable avec la cir- 
conférence , on prouvera par le même raisonnement 



dont on a d^a tu beaucoup d'exemples, que le Ceueau 
est toujours à la sphère comme l'arc MN est à la cir- 
coulërence. 

CoroUcUre I. Deux foseaux sont entre eux comme 
leurs angles respectifs. 

CoroUaire II. On a déjà vu que la sur&ce entière ^ 
de la sphère est égale à huit triangles tri«reetangles^ ; * i^ 
donc, si l'aire cïun de ces triangles est prise pour 
Tunité, la surface de la sphère sera représentée par 8* 
Cela posé , la surface du fuseau dont langle est A sera 
exprimée par 2 A (si toutefois l'angle A est évalué 
en prenant l'angle droit pour unité) ; car on a aA : 8 
[:: A:4- Il 7 ^ 4^ii^ ^^^ àsxa. unités différentes ; l'une 
pour les angles, c'est l'angle droit ; l'autre pour les 
surfaces, c'est le triangle sphérique tri -rectangle, ou 
celui dont tous les angles sont droits, et les côtés des 
quarts de circonférence. 

Schjolie. L'onglet sphérique compris par les plans 
AMB*, ANB, est au solide entier de la sphère comme 
l'angle A est à quatre angles droits. Car les fuseaux 
étant égaux, Ips onglets sphértques ^ront pareille- 
ment égaux : donc deux onglets sphériques sont entre 
eux comme les angles formés par les plans qui les 
comprennent. 

PBOPOSITION XXL 

T'HBO&BMS. ^ 

Deux triangles sphériques symmètriques sont 
égaux en surface. ' 

Soient ABC , DEF deux triangles symmètriques , fig. «37. 
c est-à-dire, deux triangles qui ont Ips côtés égaux, AB 
=:DE, AC = DF, CB=:EF, et qui cependant ne 
pourraient être superposés ; je dis que la surface ABC 
est égale à la surface D£F. 
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Suit P h pâle éa petit ende qxn passerait par Uà 
trois pointts A^ B^ C (i) ; de ce point èoie&tmen^ l» 
♦6. arcs ëgaux * PA, PB, PC ; au point F £ûtes Taiigle 
DFQrzACP, l'arc FQ=CP^ et joignez DQ, EQ. 

Les côtés DF, FQ , sont égaux aux côtés AG^CP, 
fan^ BFQsACP ^ donc les deux triangles DFQ, 

* A' AGP/ simt égaux dans toutes leurs parties "^ ^ do&c le 

côté DQ=:AP, et rangle DQF=APCi 

Dans les Imngles proposés DF£, ABC, les anglôs 
DFE, AGB, opposés aux côtés égaux DE, AB^ étant 

* II. égaux *^ si on eii retranche» les angles DFQ, AGP, 

égaux par construction^ il restera fangle QF£ égal à 
PGB. D'dlleurs les côtés QF, FE, sont égaux ^ux 
côtés PG^ Gfi; donc les deux triangles FQE^ GPB, 
sont égaux dans toutes leurs, parties ; donc le côté 
QE=:PB , et l'angle FQE^u GPB. 

Si on observe maintenant que les triangles DFQ9 
AGP, qui ont les côtés égaux chacun à chacun, sont 
en mérae temps isosceles , on verra qu'ils peuvent s'ap 
pliqùet l'un sur Tautre; car, ayant placé PA sur soh 
égal QE, le côté PC tombera sur Son égal QD, et 
ainsi les deux triangles seront confondus en un seul: 
donc ils sont égaux, donc la surface I>QF=APC. 
Par une raison semblable la surface FQE=CPB, et 
la surface DQE=:APB ; donc on a DQF+ FQE— 
DQE=APC^-GPB— APB; ou DPE=ABGj donc 
les deux triangles symmétriques ABC, DEF, .sont 
égaux en surface. 

Scholie. Les pôles P et Q pourraient être situés au- 
dedans des triangles ABC , DEF ; alors il faudrait 
ajouter les trois triangles DQF, FQE, DQE, pour 

(t) Le eerele qui passe par les trois points A, B, G^ 011 qui 
est çirconscrît au triangle ABC , ne peut être qu'on petit cercle 
de la sphère \ car , si c'était un grand cercle , les trois côtés AB , 
BC 9 AG 9 seraient situés dans un même plan , et le triangle ABv 
«e réduirait à un de ses côtés. 
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ênt tùÈkpbÊet le tmngle DEF, et pAteiUeiMiit tt fm* 
dmt ajouter les troÎB crûmgles APC , CPB | APB | po«r 
6tt composer le triangle ABC; d'aiUeuni k d^onilm- 
lion et la coiicki8io& seraient toujours les liiéiBes, 

PROPOSITION XXII. 

VBiOAÂMB. 

Si deuaf grands cercles AOB , COD ^ se coupent %. tSt^ 
comme on voudra dans Vhémisphere AOCBD, 
la somme des triangles opposés AOG, BOD, sera 
égak au fuseau dont V angle est BOD. 

Car, en prolongeant les ares OB, OD, dans Tautre 
hémisphère jusqu'à leur rencontre en N , OBN sem 
une demi-circonféreoce, ainsi que AOB ; retfanehant 
de part et d autre OB, on aiira BNr=: AO. Par une 
raison seinblable on a DN = GO , et BD c=: AG { donc 
les deux triangles AOG , BDN , ont les trois oAtés égaux, 
d^ailleurs leur position est telle qu'ils sont symmétri, 
ques Tun de l'autre ; donc ils sont égaux en surface * : • ii. 
et la somme des triangles AOC, BOD, est équiTalente 
au fuseau OBNDO dont Tangle est BOD. 

Scholîe, n est clair aussi que les deux pyramides 
sphériques qui ont pour bases les triangles AOG 
BOD, prises ensemble, ëquiTalént à l'onglet sphé. 
Tique dont l'aiigle est BOD. 

PROPOSITIOTÎ^XXIIL 

«HÉOBSME» 

ttà surface d'un triangle sphérique quelconque 
'gt pour mesure l'excès de la somme de ses trois 
nngies sur deux angles droits. 

Sc^it ABC le triangle proposé; prolonges ses eàiUê »$.^. 
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jusqu'à ce qu'ils rencontrent le grand cercle DEF&, 
mené comme on voudra hors du triangle. En vertu du 
théorème précédent, les deux triangles ADE, ÂGH, 
pris ensemble , équivalent au fuseau dont Fangle est 
A) et qui a pour mesure 2A^ : ainsi on aura AI)E + 
AGH = aA ; par une raison semblable BGF + BID 
= 2B , GIH -H CFE = 2G. Mais la somme de ces âix 
triangles excède la demi-sphere de deux fois le tri- 
angle ABC, d'ailleurs la demi-sphere est représentée 
par 4 ; donc le double du triangle ABC est égal à 2A 
+ 2B+2C — 4j et par conséquent ABC = Ah-^B 
4- G — ^ j donc tout triangle sphérique a pour mesure 
la somme de ses angles moins deux angles droits. 

Corollaire I. Autant il y aura d'angles droits dans 
cette mesure, autant le triangle proposé contiendra 
de triangles tri-rëctangles ou de huitièmes de sphère 
qui sont l'unité de surface^. Par exemple, si les angles 
sont égaux chacun aux | dun angle droit, alors les 
trois angles vaudront 4 angles droits^ et le triangle 
proposé sera représenté par 4 -^ ^ ou a ; donc il sera 
égal à deux triangles tri^rectangles ou au quart de la 
surface de la sphère. 

Corollaire II. Le triangle sphérique ABC est équi* 

valent au fuseaii dont Tangle est • 1 ; de 

même la pyramide sphérique , dont la base est 
ABC , équivaut à longlet sphérique dont l'angle est 

A + B + C 
a 
Scholie. En même temps quon compare le triangle 
sphérique ABC au triangle tri -rectangle^ la pyra- 
mide sphérique qui a pour base ABC se compare avec 
la -pyramide tri-rectangle , et il en résulte la même 
proportion. L'angle solide au sommet de la pyramide 
se compare de même avec Tanglé solide au sommet 
de la pyramide tri -rectangle ; en eflfet la comparai- 



SÛR s'établit par la coïncidence des parties. Or, si 
les bases des pyramides coïncident, il est évident qud 
les vpyramides elles-mêmes coïncideront, ainsi que 
les angles solides à leur sommet. De là résultent plu- 
sieurs conséquences. 

i^ Deux pyramides triangulaires spbériques sont 
entre elles comme leurs bases; et, puisqu'une pyra- 
mide polygonale peut se partager en plusieurs pyi^a- 
mides triangulaires , il s'ensuit que deux pyramides 
spbériques quelconques sont entre elles comme les 
polygones qui leur servent de bases. 

a^ Les angles solides au sommet des mêmes pyra- 
mides sont également dans la proportion des bases ; 
donc , pour comparer deux angles solides quelcon- 
ques , il faut placer leurs sommets au centre de deux 
sphères égales, et ces angles solides seront entre eux 
comme les polygones spbériques interceptés entre 
leurs plans ou faces. 

L*angle au sommet de la pyramide tri-rectangle est 
formé par trois plans perpendiculaires entre eux : cet 
angle, qu'on peut appeler angle solide droite est très- 
propre à servir d'unité de mesure aux autres angles 
solides. Gela posé , le même nombre qui donne Taire 
d'un polygone spbérique donnera la mesure de l'angle 
solide correspondant. Par exemple, si l'aire du poly- 
gone spbérique est | , c'est-à-dire , s'il est les |- du 
triangle tri -rectangle, l'angle solide correspondant 
sera aussi les | de l'angle solide droit. 

PROPOSITION XXIV. 

THÉOnÂMB. 

La surface d'un -polygone sphérique a pour 
mesure la somme de ses angles , moins le pro* 
Douz. édit* i5 



duit de deux angles droits par & nombre des 
côtés du polygone moins deux. 
fig ftjo. W\m même sommet A soient menées à tous les 
autres sommets les diagonales AG , AD ; le poljgone 
ABCDE sera partagé en autant de triangles moins 
deux qu^il a de côtés^ Mais la surface de chaque tri- 
angle a pour mesure la somme de ses angles moins 
deux angles droits , et il est clair que la somme de tous 
les angles des triangles est égale à la somme des angles 
du polygone : donc la surface du polygone est égale i 
la somme de ses angles diminuée d'autant de fois deux 
angles droits qu'il a de côtés moins deux. 

Scholie. Soit 5 la somme des angles d'un polygone 
sphérique, n le nombre de ses côtés; l'angle droit 
étant supposé l'unité , la surface du polygone aura 
pour mesure s — a (/z — 2) ou s — 2» ■+•4. 

PROPOSITION XXV. 

THEOaiiKE. 

SQÎt s le nombre des àn^s solides dunpofyèdre, H k 
jfombre de ses /aces, A. le nombre de ses arêtes ;je dû qu'on 
aura toujours S + H =^ A + 2« 

Prenez au-dedans du polyèdre un point d*où vous mène- 
rez des lignes droites aux.sommels de tous ^^% angles ; ima- 
ginez ensuite que du même point comme centre on décriye 
*une surface sphérique qui soit rencontrée par toutes ces 
lignes en autant de points ; joignez ces points par des arcs 
de grands cercles^ de manière à former sur la surface de la 
sphère des polygones correspondants et en même nombre 
avec les faces du polyèdre. Soit ABCD£ un de ces polygones 
^ et soit n le nombre de ses côtés \ sa surface sera x— a/i + 4^ 

s étant la somme èLt% angles A, B , C , D , £. Si on éyalue 
semblablcment la surface de chacun des autres polygones 
i9)liëriques , et qu*on les ajoute toutes ensemble , on en con- 
clura que leur somme, ou la surface de la sphère représentée 
par 8 1 es t égale à la somme de tous les angles des polygones. 
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momft deux fois le nombre de leurs c6tés , plus 4 pris autant 
de fois qu'il y a de faces. Or , comme tous les angles qa 
s'ajustent autour d'un même point A valent quatre angles 
droits , la somme de tous les angles des polygones est égale 
à 4 pris autant de fois qu'il y a d'angle^ solides ; elle est 
donc égale à 4S. Ensuite le double du nombre des c6tés AB , 
BC , CD , etc. est égal au quadruple du nombre des arêtes 
ou= 4A, puisque la même arête sert de côté à deux faces : 
donc on aura d=:4S — 4-^ + 4H9 ou, en prenant le quart 
de cbaque membre , a=S — A+H;donc S+H=A-ha, 

Corollaire, Il suit de là que la somme des angles plans 
quijorment les angles solides d un polyèdre est égale à aw 
tant de/ois quatre angles droits qu*ilj a d*unités dans S—- a i 
S étant le nombre des an^es solides du polyèdre. 

Car , si on considère une face dont le nombre de c6tés 
est n j la somme des angles de celte face sera 2n — 4 angles 
droits"^. Mais la somme de tous les a/z , ou le double du nom* ' * 

hre des côtés de toutes les faces ,=4 A , et 4 pris autant de 
fois, qu'il y a de faces = 4H î donc la somme des angles de 
toutes les faces =: 4 A — 4H. Or, par le théorème qu'on vient 
de démontrer, onaA — H=:S — a, et par conséquent 4 A 
->^4H =4 (S — a). Donc la somme des angles plans, etc. 

PROPOSITION XXVL 

THSOAâMB. 

De tous les triangles sphériques fortnés avec deux côtés g-, ^m^ 
donnés CB , CA , et un troisième à volonté , le plus grand «t a73. 
ABC est celui dans lequel V angle C, compris par les côtés 
donnés, est égal à la somme des deux autres àn^es A e/ B. 

^Prolongez les deux côtés AC , AB , jusqu'à leur rencontre 
«n. D 9 TOUS aurez un triangle sphérique BCD , dans lequel 
l'angle DBC sera aussi égal à la somme des deux autres 
angles BDC , BCD : car BCD + BCA étant égal à deux 
angles droits, ainsi que CBA+CBD , on a BCD + BCA = 
CBA -hCBD y ajoutant de part et d'autre BDC = BAC , on 
aura BCD-|-BCA+BDC = CBA+CBD-i-BAC. Or, par 
hypothèse, BCA=CBA-i-BACj donc CBD= BCD + BDC. 1 

i5. 
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Menez BI qui fasse l'angle CBI = BCD ^ et par suite IBD 
=BDC j les deux triangles IBC , IBD , seront isoscèles , et ou 
aura IC=IB=:ID. Donc le point I , milieu de DC , est à 
égale distance des trois points B , C , D : par une raison sem- 
blable le point O , milieu de AB , sera également distant 
des trois points A 9 B , C. 
fig. «91 Soit maintenant CA' :^ CA et l'angle BCA' > BCA ; si Ton 
joint A'B , et qu'on prolonge les arc» A'C , A'B , jusqu'à 
leur rencontre en D', l'arc D'CA' sera une demi-circonférence 
ainsi que DCA ; donc puisqu'on a CA'=CA , on aura aussi 
CD'z= CD. Mais dans 1 etriangle CID', on a Cl +ID' > CD'î 
donc ID' > CD — CI , ou ID' >ID. 

Dans le triangle isoscele CIB divisons l'angle du sommet I 
en deux également par l'arc EIF qui sera perpendiculaire 
sur le milieu de BC. Si on prend un point L entre I et £, la 
distance BL , égale à LC , sera moindre q[ue BI j car on peut 
démontrer, comme dans la prop. ix, Ht. i, qu'on a BL+ 
LC < BI+IC ; donc en prenant les moitiés départ et d'autre, 
on aura BL < BL Mais dans le triangle D'LC on a D'L > D'C 
— CL, et à plus forte raison D'L>DC— CI, ou D'L>DI, 
ou D'L>BI ; doncD'L>BL. Donc si on cherche sur l'arc 
EIF un point également distant des' trois points B, C, D', 
ce point ne saurait se trouver que sur le prolongement de 
£1 vers F. Soit V le point cherché , en sorte qu'on ait D' V 
=:BI'=Cr ; les triangles l'CB , l'CD', l'BD', étant isosceles, 
on aura les angles égaiix I'BC=I'CB , rBD'=:rD'B , l'CD^ 
z=:I'D'C. Mais les angles D'BC +CBA' valent deux angles 
droits 5 ainsi que D'CB-f-BCA' ; donc 

D'Br+ FBC + CBA'= a , 
BCI'— rCD'+ BCA'= a. 

Ajoutant les deux sommes et observant qu'on a rBC=:BCl' 
et DTBI'— I'CD'= BDl'— l'D'C = CD'B = CA'B , on aura 

al' BC + CA'B + CBA'+BCA'=: 4. 
Donc CA' B + CBA'+ BCA'— a ( mesure de l'aire du trian- 
gle A'BC ) = a — al'BC ; de sorte qu'on a aire A'BC = a — 
a angie TBC ; semblablement dans le triangle ABC , on au- 
rait aire ABC = a — a an^e IBC. Or , on a démontré que 
l'angle l'BC est plus grand que IBC ; donc l'aire A'BC est 
plus petite que ABC. 
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La même démonstration et la même conclasion auraient fig. 173. 
lieu, si 5 en prenant toujours Tare CA'=:CA, on faisait 
Fangle BCA.'<BCA; donc ABC est le triangle le plus grand 
entre tous ceux qui ont deux câtés donnés et le troisième à 
volonté.' 

Scholk 1. 1^ triangle ABC , le plus grand entre tous ceux ^ 
qui ont deux c6tés donnés CA, CB, peut être inscrit dans ^' 
un demi-cercle dont la corde du troisième côté AB sera le 
diamètre ; car O étant le milieu de AB , on a vu que les dis* 
tances OC , OB, sont égales ; donc la circonférence de petit 
cercle décrite du point O comme pôle et de l'intervalle OB 
passera par les trois points A, B , C. Déplus la ligne droite 
BA est un diamètre de ce petit cercle \ car le centre qui doit 
se trouver à la fois dans le plan du petit cercle et dans le 
plan de l'arc de grand cercle* BOA , se trouvera nécessai- * pé-. i, 
rement dans l'intersection de ces deux plans qui est la droite cor. 4. 
BA , et ainsi BA sera un diamètre. 

- II. Dans le triangle ABC , l'angle C étant égal à la somme 
des deux auti^es A et B , il s'ensuit que la somme des trois 
angles est double de l'angle C. Mais celte somme est tou« 
jours plus grande que deux angles droits * ; donc l'angle C 
est plus grand qu'un droit. 

III. Si Ton prolonge les cètés CB , CA , jusqu'à leur ren- 
contre en £ , le triangle BAS sera égal au quart de la surface 
de la sphère. Car l'angle £=Cz=:ABC+CAB; donc les 
trois angles du triangle BAE équivalent aux quatre ABC , 
ABE , CAB, BAE, dont la somme est égale à quatre angles 
droits; donc la sutface du triangle BAE* =4 — arsa, 
qui est le quart de la surface de la sphère. 

IT. 11 n'y aurait pas lieu a maximum , si la somme des deux 
c6(ës donnés CA , CB , était égale ou plus grande que la 
demi-circonférence d'un grand cercle. Car puisque le trian* 
gle ABC doit être inscrit dans un demi-cercle de la sphère , 
la somme des deux c6tés CA , CB , sera moindre que la 
demi-circonférence BCA* , et par conséquent moindre que la « ^ 
demi-circonférence d'un grand cercle. 
' La raison pourquoi il n'y a pas de maximum ^ lorsque la 
somme des deux côtés donnés est plus grande que la demi* 
eiiTçmféfence d'un ^and cercle, c*est (fi'alort le triap([le 
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augmente de plus en plus à mesure que l'angle compris par 
les côtés donnés est plus grand ; enfin , lorsque cet angle sera 
égal à deux droits , les trois côtés seront dans un même 
plan , et formeront une circonférence entière ; le triangle 
sphérique deviendra donc égal à la demi - sphère , mais il 
cessera alors d*étre triangle. 

PROPOSITION XXVII. 

T H BOHÊME. 

De tous Us triangles sphériques formés avec un côté donna 
et un périmètre donnée le plus grand est celui dans lequel 
les deux côtés non détermines sont égaux, 
figf 242. Soit AB le côté donné commun aux deux triangles ACB , 
ADB , et soit AC + CB = AD + I>B ; je dis que le triangle 
* isoscele ACB , dans lequel AC=CB;, est plus grand que le 
non-isoscele ADB. 

Car ces triangles ayant la partie commune AOB , il suffit 
de faire voir que le triangle BOD est plus petit que AOC* 
L'angle CBA égal à CAB est plus grand que GAB ; ainsi 
*Ai' le côté AO est plus grand que OB* ; prenez OI=OB, faites 
OK == CD , et joignez Kl ; le triangle OKI sera égal à DOB*. 
Si on nie maintenant que le triangle DOB ou son égal KOI 
soit plus petit que OAC , il faudra qu'il soit égal ou plus 
grand \ dans Tun et l'autre cas , puisque le point I est entre 
les points A et G , il faudra que le point K soit sur OC pro^ 
longé , aans quoi le triangle OKI serait contenu dans le 
triangle CAO , .et par conséquent plus petit. Cek posé , le 
plus court chemin de C en A étant CA , on a CK-f-KI+ 
IA>CA. Mais CK=: OD— CO, AI=AO— OB,KI=BD; 
donc OD — CO-f- AO — OB+BD > CA , et en réduisant AD 
— .CB-f-BD>CA, ouAD+BD>AC + CB* Or cette iné- 
galité est contraire à riijpothese AD-hBD=:AC + CB; 
donc le point K ne peut tomber sur le prolongement de OCj 
donc il tombe entre O et C , et par conséquent le triangk 
KOI y ou son égal ODB , est plus petit que ACO ; donc le 
triangle isoscele ACB est plus grand que le non-isoscele ADB 
de même base et de même périmètre. 
Scholie. Ces deux dernières propositions sont analogues 
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AUX propositions x et ni de l'appendice au liv. iv; ainsi on 
peut en tirer , par rapport aux polygones sphériques , les 
conséquences qui ont lieu pour les polygones rectili^es. 
Voici les principales : 

1° De tous les polygones sphériques isopérimetres et d^un 
même nombre de côtés, le plus grand est un polygone équU 
latéral. 

Même démonstration que pour la prop. II de Tappendice 
au livre IV, 

' 2® De tous les polygones sphériques formés avec des côtés 
donnés et un dernier à volonté, le plus grand est celui qu'on 
peut inscrire dans un demi-cercle dont la corde du côté non 
déterminé sera le diamètre. 

La démonstration se déduit de la prop. XXVI , comme 
on Ta vu dans la prop. IV de Tappendice cité^ il faut pour 
l'existence du maximum , que la somme des côtés donnés 
soit moindre que la demi-circonférence d'un grand cercle. 

3° JLe plus grand des polygones sphériques formés avec 
des côtés donnés f est celui qu'on peut inscrire dans un cercle 
de la sphère. 

Même démonstration que pour la prop, VI de l'appendice 
au livre IV. 

4^ Le plus grand des polygones sphériques qui ont le 
même périmètre et le même nombre de côtés , est celui qui 
a ses angles égaux et ses côtés égaux. 

C'eat ce qui résulte des corollaires i et 3 qui précèdent. 

Nota. Toutes les propositions de maximum concernant 
les polygones sphériques s'appliquent aux angles solides 
dont ces polygones sont la mesure. 
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APPENDICE AUX LIVRES VI et VIL 

LES POLYÈDRES RÉGULIERS. 



PROPOSITION PREMIERE. 

THEORÂMB. 

Il ne peut y avoir que cinq polyèdres réguliers. ■ 

Car on a défini polyèdres réguliers ceux dont toutes les 
faces sont des polygones réguliers égaax , et dont tous les 
angles solides sont égaux entre eux. Ces conditions ne peu-, 
vent avoir lieu que dans un petit nombre dé cas# 

I* Si les faces sont des triangles équilatéraux , on peut 
former cliaque angle solide du polyèdre .avec trois angles 
de ces triangles , ou avec quatre , ou avec cinq : de là naissent 
trois corps réguliers , qui sont le tétraèdre , Toctaèdre , et 
ricosaèdre. On n*en peiit pas former un plus grand nombre 
avec des triangles équilatéraux , car six angles de ces tri- 
angles valent quatre angles droits, et ne peuvent former 
•ai, 5. d'angle solide*. 

a* Si les faces sont des quarrés , on peut assembler leurs 
. angles trois à trois ; et de là résulte Thexaèdre ou cube. 

Quatre angles de quarrés valent quatre angles droits , et 
ne peuvent former â*angle solide. 

V Enfin , si les faces sont des pentagones réguliers , on 
pourra encore assembler leurs angles trois à trois , et il en 
résultera le dodécaèdre régulier. ^ 

On ne peut aller plus loin ; car trois angles d*bexagones 
réguliers valent quatre angles droits , et trois d*heptagones 
encore plus. 

Donc U ne peut y avoir que cinq polyèdres réguliers i 
trois formés avec des triangles équilatéraux , un avec des 
quarrés , et un avec des pentagones. 

Scholie, On va prouver dans la proposition suivante qtt6 



XIVEB Vît* 23S 

ces doq polyèdres existent, réellement , et qu'on peat en 
d^tenniner tontes les dimensions lorsqu'on connaît une de 
leurs faces. 

PROPOSITION II. 

FaOBI^âME. 

Stani donnée l'une tlei faces d'un polyèdre régulier, ou 
feulement son cdié, construire le polyèdre. 

Ce problème en présente cinq qui vont être résolus suc-- 
cessÎTement. . 

Construction du tétraèdre, 

' Soit ABC le triangle équilatéral qui doit être une des faees f g. i43, 
du tétraèdre ; au point , centre de ce triangle, élevez OS 
pen)endiculaire au plan ABC; terminez cette perpendiculaire 
au point S , de sorte que AS=: AB ; joignez SB , SC , et la 
pyramide SABC sera le tétraèdre requis. 

Car, à cause des distances égales OA , OB , OC , les obli-» 
ques SA , SB , SC , s'écartent également de la perpendicu- 
laire SO et sont égales. L'une d'elles SA = AB ; donc les 
quatre faces dé la pyramide SABC sont des triangles égaux 
au triangle donné ABC. D'aflleurs les angles solides de cette 
pyramide sont égaux entre eux , puisqu'ils sont formés cha- 
cun RTcc trois angles plans égaux ; donc cette pyramide est 
un tétraèdre régulier. 

Construction de Vhexaèdre, 

Soit ABCD un quarré donné : sur la base ÂBCD construis ig. 344. 
sez un prisme droit dont la hauteur A£ soit égale au c6té 
AB. Il est clair que lès faces de ce prisme sont des quarrés 
égaux , et que ses anglea solides sont égaux entre eux comme 
étant formés chacun ayec trois angles droits ; donc ce prisme 
est un hexaèdre régulier ou cube. 

Construction de l'oclaèdre» 

Soit AMB un triangle équilatéral donné : sur le eàté AB «g- «45. 
décrivez le quarré ABCD ; au point O , centre de ce quarré-^ 
élevez sur son plan la perpendiculaire TS , terminée de part 
et d'^m^ en T et S, de manière que OT^OSszAOi 
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joignes emnite SA , SB , TA , etc. , toiu anres on ftoliât 
SABCDT , composé de denx pyramidcft qnadrangnkÎMf» 
SABCD, TABCD, adossées par leur base commune ABCD, 
ce solide sera Toctaèdre TégaVer démodé. 

£n effet, le triangle AOS est rectangle eu O, ainsi que le 
triangle AOD ; les côtes AO , OS , OD , sont égaux ; donc 
ces triangles sont égaux , donc AS = AD. On démontrera 
de même que tous les autres triangles rectangles AOT, BOS, 
COT y etc. , sont égaux au triangle AOD ; donc tous les 
côtés AB , AS , AT, etc. sont égaux entre eux , et par con- 
séquent le solide SABCDT est compris sous huit triangles 
égaux au triangle équilatéral donné ABM. Je dis de plus que 
les angles solides du polyèdre sont égaux entre eux : par 
exemple , l'angle S est égal à Tangle B. 

Car il est visible que le triangle SAC est égal au triangle 
XkAC y et qu'ainsi l'angle ASC est droit -, donc la figar« 
SATC est un quarré égal au quarré ABCD. Mais si on comrr 
pare la pyramide BASCT à la pyramide SABCD , la base 
ASCT de la première peut se placer sur la base ABCD de 1* 
seconde ; alors le point O étant un centre commun , la btur 
teur OB de la pr^aiere coïncidera avec la hauteur OS de la 
seconde 9 et les deux pyramides se confondront en une seule; 
donc l'angle solide S est égal à l'angle solide B ; donc le so* 
Ude SABCDT est un octaèdre régulier, 

Scholie. Si trois droites égales , AC , BD , ST, sont per* 
pendiculaires entre elles et se coupent dans leur milieu, les 
extrémités de ces droites seront les sommets d'un octaèdre 
régulier. 

Construction du dodécaèdre, 

Cg. 246. Soit ABCDE un pentagone régulier donné ; soient ABP, 
CBP , deux angles plans égaux à l'angle ABC : avec ces angles 
plans formez Tangle solide B , et détermines par la propo- 
sition XXIV, livre v, l'inclinaison mutuelle de deux de ces 
plans , inclinaison que j'appelle K. Formez semblablement 
aux points C, D, E, A, des angles soHdcs égaux à l'angle 
solide B , et situés de la même manière : le |^an CBP sera le 
même avec le plan BCG, puisqu'ils sont induiés l'un et 
Tartre de la même quantité K. sitr le plan ABCD. On peut 
«onc dans le plan PBCG déezire U pentagone BCGf!» égal 
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au pentagone ABCDE. Si on fait de même dans cliaeim des 
ftotrea plans CDI , D£L , etc. , on aura une surface conyex* 
PFGH , etc. composée de six pentagones réguliers ^aux el 
inclinés cbacun sur son adjacent de la même quantité IL 
SoïtpJ^ , etc. une seconde surface égale à PFGH, etc. « je 
dis que ces deux surfaces peuvent être réunies de manière à 
ne former qu'une seule surface conyexe continue. En effet, 
l'angle op/, par exemple , peut se joindre aux deux angles 
OPB , BPF , pour faire un angle solide P égal à l'angle B ; el 
dans cette jonction il ne sera rien changé à rinclinaison des 
plans BPF , BPO , puisque cette inclinaison est l^e qu'il le 
£sut pour la formation de l'angle solide. Mus ai même temps 
que l'angle solide P se forme , le c6té jii/'s'appliqQer^ sur son 
égal PF, et au point F se trouyeront réunis trois angles 
plans V^Gt^pfe, efg, qui formeront un an^e solide égal à 
ebacun des angles déjà formés \ cette jonction se fera sans 
rien changer ni à Téut de l'angle P , ni à cdui de la surface 
ef^y etc« \ car les plans PFG, e^^ déjà réunis en P, ont 
entre eux l'incUnaison convenable K, ainsi que ks plans 
^gf ^* Continuant ainsi de proche «n proche , on yoit ^ 

que les deux surfaces s'ajusteront mutuellemeni l'une a^ree 
l'autre, pourvue former qu'une seule surface continue et rt n* 
trante stir ellC'-même : cette surface sera celle d'nn dodé- 
caèdre régulier , puisqu'elle est composée, de douze pcnla^ 
gones réguliers égaux, et que tous ses angles solides sont 
égaux entre eux. 

Construction de Vicosaèdre. 

Soit ABC une de ses faces ; il faut d'abord former un «1.1474 
angle solide avec cinq plans égaux au plan ABC et égale- 
ment inclinés chacun sur son adjacent. Pour cela , sar le 
cèté B'C% égal à BC, faites le pentagone régulier FC'M'I'Î)'; 
au centre de ce pentagone élevez sur son plan une perpendi- 
Gidaire , que vous terminerez en A' de manière que B' A'= 
va-, joignez A'C, A'H' , AT, A'IV ^ et Tangle AoUde AS 
formé par lès cinq plans FA'C , C'AHS «te. , sera Fangle 
solide requis. Car les obliques KTff , A'C , etc. sont égales , 
et l'une d'elles A'B' est égale au côté B'C; donc tous les 
triangles FA'C, C'A'H' , etc. sont égaux entre eux et au 
triangle donné ABC» 
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' H est Tîiîble d'ailleurs que les plans B'A'C, C'A' H', etc. 
•ont également indinés chacun sur son adjacent ; car les 
angles solides B', C, etc. sont égaux entre eux , puisqu'ils 
sont formés chacun ayec deux angles de triangles équilatë- 
Taux et un de pentagone régulier.' Appelons K Tindinaison 
des deux plans où sont, les angles égaux, inclinaison qùon 
peut déterminer par la proposition xxiv, liv. t; Fangle K 
sera en môme temps Tinclinaison de chacun des plans qui 
composent l'angle solide A' sur son adjacent. 
' Cela posé , si on fait aux points A , B , C , des angles solides 
égaux chacun à Taagle A' , on aura une surface conTexe 
DEFG , etc. composée de dix triangles équilatéraux , dont 
chacfun sera incliné sur son adjacent de la quantité R; elles 
angles D , £ , F , étc; de son contour réuniront altematiTe- 
ment trois et deux angles de triangles équilatéraux. Imagi- 
nez une seconde surface égale à la surface DEFG , etc. ; ces 
deux surfaces pourront s*adapter mutuellement , enjoignant 
chaque angle triple de Tune à un angle double de Tautre ; 
et , comme les plans de ces angles ont déjà entre eux Fincli- 
I naison K nécessaire pour former un angle solide quintuple 

égal à Tangle A , il ne sera rien changé dans cette jonction à 
l'état de chaque surface en particulier , et les deux ensemble 
formeront une seule surface continue , composée de vingt 
triangles équilatéraux. Cette surface sera celle de l'icosaèdre 
régulier , puisque d'ailleurs tous les angles solides sont 
, égaux entre eux. 

PROPOSITION m. 

V&OBIiâHB. 

Trouver VincUnasion de deux faces adjacente^ d'un />o- 
yèdre régulier. 

Cette inclinaison se déduit immédiatement de la construc- 
tion qui vient d'être donnée des cinq polyèdres réguliers ; à 
quoi il faut ajouter la proposition xxnr , liv. v, par laquelle 
étant donnés les trois angles plans qui forment un angle 
solide, on détermine l'angle que deux de ces plans font 
entre eux« 
If. a43. Dans le tétraèdre. Chaque angle solide f^% îova^ d^ trpU 
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angles de triangle» ëqvibtéranx : il faut donc chtrdier par 
le problème cité l'angle que deux dt ces plans font entrd^ 
eux , cet angle sera rindinaison de deux faces adjacentei 
du tétraèdre.' 

Déins Vhexaèdre. L'angle de deux faces adjacentes est un ^' ^^ 
angle droit. 

Dans Voctaèdre. Formes un angle soMde avec deux an* ^' *^ 
gles de triangles ëqnilatéraux et un angle droit; rindinai- 
son des deux plans où sont les angltt des triangles sera 
eelle de deyix faces adjacentes de l'octaodre. 

Dans le dodécaèdre. Chaque angle solide est iwtmé areo ''9* ^^ 
trois angles de pentagones réguliers; ainsi Tindinaison des 
plans de deux de ces angles sera celle de deux faces a^jt- 
centes du dodécaèdre. 

Dans Vicosaèdre, Formes un angle solide arec deux an« ^' *^7* 
gles de triangles équilatéraux et un angle de pentagone ré-* 
gulier , l'incHnaison des deux plans ou sont les angles dea 
triangles sera celle de deux fiices adjacentes de Ticosaèdre. 



PROPOSITION IV. 

P AOBLÂMS. 

Etant donné le c6té d^un pofyèdre régulier, trouver le 
rayon de la sphère inscrite et celui de la sphère circon* 
sente au polyèdre. 

: Il faut d'abord démontrer que tout polyèdre régulier peut 
être inscrit dans la spbere , et qu'il peut lui être drconscrit. 

Soit AB le c6té commun à deux faces adjacentes ; soient 
C et E les centres de ces deux faces , et CD , £D , les perpendi- 
culaires abaissées de ces centres sur le côté commun AB , 
lesquelles tomberont au point D, milieu de ce côté. Les deux 
perpendiculaires CD , DE , font entre elles un angle connu ^ 
qui est égal à l'inclinaison de deux faces adjacentes , déter- 
minée par le problème précédent. Or si , dans le plan CD£ , 
peipendiculaire à AB, on mené sur CD et ED les perpendi- 
culaires indéfinies CQ et EO , qui se rencontrent en O t je 
dis que le point O sera le centre de la sphère inscrite et 
celui de la spbere droonscrite ; le rayon de la première 
étant OC , et edui de la seconde OA. 
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Ea eCPiet , pii!sqaeles apothèmes CD , DE , sont égales, et 
l*liypotéinise DO conmiime , le triangle rectangle GDO est 
f iS,x. égal an triangle rectangle ODE * et la perpendiculaire OC 
est égale à la perpendiculaire 0£. Mais AB étant perpendi- 
culaire au plan CDE , le plan ABC est perpendiculaire à 
f 17, 5. CDE*, ou CDE à ABC ; d'ailleurs CO , dans le plan CDE, 
est perpendiculaire à CD ^ intersection commune des plans 
*'•* 5. CDE , ABC ; donc CO * est perpendiculaire au plan ABC 
Far la même raison-fiO est perpendiculaire an plan ABE; 
donc les deux perpendiculaires CO , £0 , menées aux plans 
de deux faces adjacentes par les centres de ces faces , se 
rencontrent en un même point O et sont égales. Supposons 
maintenant que ABC et ABE représentent deux autres faces 
adjacentes quelconques , l'apothème CD restera toujours de 
la même grandeur , ainsi quel'angle CDO, moitié de CD£; 
donc le ttiang^e rectangle CDO et son côté CO seront égaux 
poar tontes les £sces du polyèdre ; donc , si du point Q 
coimne centre et du rayon OC on décrit une sphère , cette 
sphère touchera toutes les faces du polyèdre dans leurs 
centres (car les plans ABC , ABE , seront perpendiculaires 
à l'extrémité d'un rayon) , et la sphère sera inscrite dans le 
polyèdre , ou le polyèdre circonscrit à la spheie. 

Joignez OA, OB; à cause de CA=CB, les deux oUiques 
OA , OB, s'écartant également de la perpendiculaire, seront 
égales ; il en sera de même de deux autres lignes quelcon- 
ques menées du centre O aux extrémités d'un même coté; 
donc toutes ces lignes sont égales entre elles ; donc si dn 
point O comme centre et du rayon OA on décrit une sur- 
face aphérique , cette surface passera par les sommets de 
tous les angles solides du polyèdre, et la sphère sera dr- 
consente au polyèdre ou le polyèdre inscrit dans la sphère. 
Cela posé , la solution du problème proposé n'a plus au- 
cune difficulté, et peut s'effectuer ainsi : 
ig.s49. Étant donné le côte d'une face du polyèdre, décriTes 
cette face, et soit CD son apothème. Cherches par le pro- 
Uême préoédMit l'inclinaison de deux faces adjacentes da 
polyèdre , et faites l'angle CDE égal à celte inclinaison. 
Frênes DE égale à CD , menez CO et £0 peipendiculairet 
à CD et £D; ces deux perpendicukires se rencon^ront 



en un pomt G, et CO sera le rayon de la sphère inscrite 
dans le polyèdre 

Sur le prolongement de DC prenez CA égale au rayon 
da cercle ciroonserit à une face du polyMre, et OA sera 
le rayon de la sphère circonscrite à ce même polyèdre. 

Car les triangles rectangles CDO, CAO, de la fig. 249, 
sont égaux aux triangles de même nom dans la figure 248 : 
ainsi, tandis que CD et CA sont les rayons des cercles in* 
serit et circonscrit à une face du polyèdre, OC et OA sont 
les rayons des sphères inscrite et circonscrite au même po- 
lyèdre. 

SchoUe, On peut tirer des propositions précédentes pftt- 
sieurs conséquences. 

v^ Tout polyèdre n&guUer peut être |>artagé en autant de 
pyramides régulières que le polyèdre a de faces : le sommet 
commun de ces pyramides sera le centre du polyèdre ,v<pii. 
est en même temps celui des sphères inscrite et circonscrite. 

a^ La solidité d*un polyèdre régulier est égale à sa surface 
multipliée par le tiers du rayon de la sphère inscrite. 

S* Deux polyèdres réguliers de même nom sont deux so- 
lides semblables , et leurs dimensions homologues sont pro- 
portionnelles; donc les rayons des sphères inscrites ou cir- 
conscrites sont entre eux comme les c6tés de ces polyèdres. 

4^ Si ou inscrit un polyèdre régulier dans une sphère, 
les plans menés du centre le long des différents cùtéa pa» 
tageront la surface de la sphère en autant de polygones 
sphériques égaux et semblables que le polyèdre a de facest 



LIVRE VIII. 

LES TROIS CORPS RONDS. 



PKFIXITIONS. 

I 

fig. a5o. I. t) N appelle cylindre le solide produit par la révo- 
lution d'un rectangle ABCD, quon imagine tourner 
autour du côté immobile AB. 

Dans ce mouvement les côtés AD, BG, restant 
toujours perpendiculaires à AB, dëorivent des plans 
circulaires égaux DHP, CGQ, qu'on appelle les 
hdses du cylindre y et le côté CD en décrit la surface 
convexe. 

La ligne immobile AB s'appelle \axe du cjlbidre. 

Toute section KLM, faite dans le cylindre perpen- 
diculairement à l'axe, est un cercle égal à chacune 
des bases : car pendant que le rectangle ABCD 
tourne autour de AB, la ligne IK, perpendiculaire à 
AB, décrit un plan circulaire égal à la base, et ce 
plan n'est autre chose que la section faite peipendi* 
culairement à Taxe au point I. 

Toute section PQGH, faite suivant Taxe, est un 
rectangle double du rectangle générateur ABGD. 
fig. ifft. II. On appelle cône le solide produit par la révo* 
lution du triangle rectangle SAB, qu'on imagine tour- 
ner autour du côté immobile SA. 

Dans ce mouvement le côté AB décrit un plan cir- 
culaire BDGE, qu'on appelle la base du cône, et Iliy- 
poténuse SB en décrit la surface convexe. 

Le point S s'appelle le sommet du cône y SA Paxê 
ou la hauteur, et SB le côté ou V apothème. 

Toute section HKFI, faite perpendiculairement à 
Taxe, est un cercle; toute section S DE, faite sui- 



vaut Taxe, est un triangle isoscele double du tmugle 
générateur SAB. 

III. Si du cane SCDB on retranche , par une âec* 
tion parallèle à la Ivise^ le cône SFKH, le solide res- 
tant GBHF s'appelle cône tronqué ou tronc de eoAe. 

On peut supposer qu^il est décrit par la révolution 
du trapèze AKtIG , dont les angles A et G sont droits ^ 
autour du côté AG. La ligne immobile AG s'appelle 
Vaxeoxx la hauteur du tronc ^ les cercles BDG,HFK, 
en sont les bases ^ et BH en est le coté. 

IVr Deux cylindres ou deux cônes sont semblables 
lorsque leurs axes sont entre eux comme les diamètres 
de leurs bases. 

y. Si, dans le cercle ACD qui sert de base à un t^^^Ou 
cylindre y on inscrit un polygone ABCDE, et que sur 
la base ABCDE on élève un prisme droit égal en 
hauteur au cylindre, le prisme est dit inscrit dans le 
cylindre^ ou le cylindre circonscrit au prisme. 

Il est clair que les arêtes AF , BG , CH , etc. du 
prisme, étant perpendiculs^ires au plan de la base, 
sont comprises dans la surface convexe du cylindre; 
donc le prisme et le cylindreTse touchent suivant ces 
arêtes. 

VI. Pareillement , si ABCD est un polygone circon- 
scrit à la base d'un cylindi*e, et que sur la base ABCD * * * 
on construise un prisme droit égal en hauteur au cy- 
lindre, le prisme est dit circonscrit au cjrlindre, ou le 
cylindre inscrit dans le prisme. 

Soient M, N, etc. les points de contact des côtés 
AB, BC, etc. et soient élevées par les points M, N, 
etc. les perpendiculaires MX, NY, etc. au plan de la 
base; il est clair que ces perpendiculaires seront à-la- 
fois dans la surface du cylindre et dans celle du prisme 
circonscrit ; donc elles seront leurs lignes de contact. 

iV. 22. Le eylitidre , le.cAne, et U êpbere,^ sont les trois corps rontU 
dont on s*occQpe dans les éléments. 

Douz.édit* 16 
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Lemmes préliminaires sur les surfaces. 
. I. • 

fig. ft54< fi» mrfaoe plane OÀBGD est plus petite que 
toute autre sutfiice PABCD , termina au même 
- coritouK ABCD. 

Cette proposition e$t assez évidente pour être ran« 
*gée au nombre des axiomes; car on pourrait suppo- 
ser que le plan est parmi les surfaces ce que la ligne 
droite est parmi les lignes : la ligne droite est la plus 
courte entre deux points donnés, de même le plan 
est la surface la plus petite entre toutes celles qui ont 
un même contour. Cependant comme il convient de 
réduire les axiomes au plus petit nombre possible, 
voici un rais^onnemcnl qui ne laissera aucun doute 
sur cette proposition. 

Une surface étant une étendue en longueur et en 
largeur, on ne peut concevoir qu'une surface soit 
plus grande quune autre, à moins que les dimensions 
de la première n^excedent dans quelques sens celles 
de la seconde ; et s'il arrive que les dimensions d'une 
surface soient en tous sens plus petites que les dimen- 
sions d'une ajtttre surface, il est évident que la pre- 
mière surface sera la plus petite des deux. Or, dans 
quelque sens qu'on fasse passer le plan BPD , qui cou- 
pera la surface plane suivant BD, et l'autre surface 
suivant BPD, la ligne droite BD sera toujôui^ plus 
petite que BPD ; donc la surface plane OABCD est 
plus petite que la surface environnante PABCD. 

II. 
fig. «55. Toute surface convexe OABCD est moindre 
qu'une autre surface quelconque qui ehi^eloppe- 
rait la première en s' appuyant sur le même con- 
tour AhCD. 



" Nom péipétetbxks m que nous entenâoni ptr jwr- 
/ïtfa W2|«^^ une flnr&oe qui ne peut être renoontrëe 
par une ligne droite en plus de deu;x points : et oe- 
fmdsaix a est possible qu'une ligne droite s'applique 
«Eftotonent dans un catain sens sur une surface 
convexe; on en voit des exemples dans les surfaces 
du eône et du cylindre. Nous obseiTerons aussi que * 
h dénomination de surface convexe^ n'est pas bornée 
aux seules suri^çes courbes ; elle comprend les sur- 
hc^ poljrédmles ou composées de plusieurs plans, 
et aussi les surfaces en partie courbes , en partie po- 
lyédralès. 

Cela posé, si la surface OABCD n'est pas plus 
petite que toutes celles qui l'enveloppent, soit parmi 
celles-ci PABCD la surface la plus petite qui sera au 
plus égale à OABCD. Par un point quelconque O , 
faites passer un plan qui touche là surface OABCD 
sans la couper; ce plan rencontrera la surface PABCD, 
et la partie qu'il en retranchera sera plus grande que 
le plan terminé à la même surface"* : donc , en con- *1^' u 
servant le reste de la surface PABCD, on pourrait 
substituer le plan à la partie retranchée , et on aurait 
Une nouvelle surface qui envelopperait toujours la si^r- 
face OABCD, et qui serait plus petite que PABCD. 

Hais celle-ci est la plus petite de toutes par hypo- 
thèse; donc cette hypothèse ne saurait subsister, donc 
la surfetce convexe OABCD est plus petite que toute' 
autre surface qui envelopperait OABCD, et qui serait 
terminée au même contour ABCD. 

Scholie. Par un raisonnement^ntierement semblable 
on prouvera, 

i*^ Que, si une surface convexe terminée par deux fig« aââ. 
contours ABC , DEF , est enveloppée par une autre 
surface quelconque terminée aux mêmes contours, 
la surface enveloppée sera la plus petite des deux. 

i6. 
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ilf.»57. a^ Que , si uneisurface convexe AB est enveloppée 
de toutes partie par une autre surface MN, soit qu'elles 
^ent des pointa, des lignes ou des plans communs, 
^oit ^'élles niaient aucun point de commun , la sur- 
face enveloppée sera toujours plus p^ite cpie la surface 
enveloppante. 

Car parmi celles-ci il ne peut y en avoir aucune 
qui soit la plus petite de toutes, puisque dans tous les 
cas on pourrait, toujours mener le plan CD tangent 
à la surface convexe , lequel plan serait plus petit 

«lem.i. que la surface CMD^; et ainsi la surface CND serait 
plus petite que MN, ce qui est contraire à Thypothese 
que MN est la plus petite de toutes. Donc la surface 
convexe AB est plus petite que toutes celles qui l'en- 
veloppent. 

PROPOSITION PREMIERE, 

^ THEORiMB. 

La solidité d'un cylindre est égale au -produit 
de sa base par sa hauteur. 

fig. a58. Soit CA le rayon de la base du cylindre donné, 
H sa hauteur; représentons par surf, CA la surface 
du cercle dont le rayon est CA ; je dis >que la 
solidité du cylindre sera surf, CA x H. Car , si 
surf, CAxH n'est pas la mesure du cylindre donné, 
ce produit sera la mesure d'un cylindre plus grand 
ou plus petit. Et d'abord supposons qu'il soit la 
mesure d'un cylindre plus petit, par exemple, du 
cylindre dopt CD est le' rayon de la base et H la 
hauteur. 

Circonscrivez au cercle dont le rayon est CD, un 
polygone régulier GHIP , dont les côtés ne rencon- 

•x«. 4. trent pas la circonférence dont CA est le rayon * ; 
imaginez ensuit^ un prisme droit qui aîtpour base le 
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polygone 6HIP, et pour hauteur H, lequel prisme 
sesa circonscrit au cylindre dont CD est le rayon de 
la base. Cela posé, la solidité du prisme^ e^t égale à * i4« 
sa base GHIP, multipliée par la hauteur H; la base 
GHIP est plus petite que le cercle dont GA est le 
rayon : donc la solidité du prisme est plus petite que 
surf. CA X H. Mais surf. CA X H est , par hypothèse , 
la solidité du cylindre inscrit dans le prisme ; donc 
le. prisme serait plus petit que le cylindre ; or , au 
contraire^ le cylindre est plus petit que le prisme , 
puisqu'il y est contenu ; donc il est impossible que 
mrf CAxH soit la mesure du cylindre dont CD 
est le rayon de la b^se et H la hauteur; ou, en termes 
plus généraux , le produit de la base d^un cyUndre 
far sa hauteur ne peut mesurer un cylindre plus 
petit. 

Je dis en second lieu que ce même produit ne peut 
mesurer un cylindre plus grand: car, pour ne pas 
multiplier les figures , soit CD le rayon de la base du 
cylindre donné, et soit, s'il est possible, surf. CDx H 
la mesure d un cylindre plus grand , par exemple , 
du cylindre dont CA est le rayon de la base et H la 
hauteur. 

Si on fait la même construction que dans le premier 
cas, le prisme circonscrit au cyÛmfre donné aura 
pour mesure GHIP x H : l'aire GHIP est plus grande 
qpie surf CD ; donc la solidité du prisme dpnt il 
s agit est plus grande que surf CD x H : le prisme 
serait donc plus grand que le cylindre de même hau- 
teur qui a pour base surf. CA. Or, au contraire > le 
prisme est pl]Lis petit que le cylindre ,' puisqu'il y est 
contenu; donc // est impossible que la base d^un cy^ 
litidre multipliée par sa liauteur soit la mesure ^*un 
cylindre plus grand. 

Donc enfin la solidité d'un cylindre est égale au 
produit de sa base par sa hauteur. 
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Corollaire I. Les cylindres de même bauteur sont 
entre eux comme leurs bases ^ et les cylindres de 
même base sont entre eux comme leurs bautenrs» 

Corollaire II. Les cylindres semblables sont comme 
les cubes des hauteurs , ou comme les cubes des dia- 
mètres des bases. Car les bases sont comme les quàrr& 
de leurs diamètres ; et puisque les cylindres sont 
semblables , les diamètres des bases sont comme les 
8 dé£4. hauteurs* : donc les bases sont comme les quartés 
des hauteurs , donc les basés multipliées par les hau« 
teurs, ou les cylindres eux-mêmes, sont comme les 
cubes des hauteurs. 

Scholie. Soit R le rayon de la base d^un cylindre) 
r »*? 4» H sa hauteur, la surface de la base sera tcB.^*, et U 
solidité au cylindre sera irR* X H , ou icR^H, 

PROPOSITION II. 

Ij £ M JM E» 

La surface convexe d^ un prisme droit est égah 
au périmètre de sa base multiplié par sa hauteur, 

iig .aîa. Caip cette surface est égale à la somme des rectangles 
AFGB, BGHC', CÎHID, etc. dont elle est composée: 
or les hauteurs AF, BG, iCH, etc. de ces rectangles 
sont égales à la hauteur du prisme; leurs bases AB, 
BC, CD, etc. prises ensemble, font le périmètre de la 
base du prisme. Donc la somme de ces rectangles ou 
la surface convexe du prisme est égale au "périmètre de 
sa base multiplié par sa hauteur. 

Corollaire, Si deux prismes droits ont la même 
hauteiu», les surfaces convexes de ces prismes seront 
entre elles comme les périmètres de leurs bases» 



PROPOSITION III. 

La surface convexe du cylindre est plus grande 
que la surface convexe de tout prisme inscrit^ et 
plus petite que la surface convexe de tout prisme 
circonscrit. 

Car la surface conTèxe du cylindre et celle du ig.i5a« 
prbme inscrit ABGDEF peuvent être ooniidërées 
comme ayant même longueur > puisque toute sectioii 
faite dans lune et dans Taut^ parallèlement à AF 
est égale à AF ; et si pour avoir les largeurs de ces 
surfaces on les coupe par des [dans paralteles à la 
)>ase ou perpendiculaires à Tarête AF, les aectioas 
seront égales , l'une à la circon%ence de la base , 
lautre au contour du polygone ABCDE plus petit 
que cette circonférence : donc , puisqu'à longueur 
égale la largeur de la surface cylindrique est plus 
grande que celle de la surface prismatique , il ûvï* 
suit que la première surface est plus grande que \% 
seconde. ^ 

Par un rsfisonnement entièrement semblaUe on (Sg.sSl. 
prouvera que la surface convexe du cylindre est 
plus petite que celle de tout prisme circonscrit 
BCDKLH. 

PROPOSITION IV. 

TiiioasKE. 

La surface convexe d'un cylindre est égale à 
la circonférence de sa hase multipliée par sa 
hauteur. 

Soit G A le rayon de la base du cylindre donné , £ ^^^^ 
H sa hauteur ; si on représente par cire, G A là 
circonféren6e qui a pour rayon GA 9 je dis que 
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cire. CAxH sera la surfoce. convexe de ce cylindre. 
' Car , si on nie celle proposition , il faudra que 
cire. CAxH soit la surface dun cylindre plus grand 
ou plus petit; et d'abord supposons quelle soi^ la 
surface d'un cylindre plus petit, par exemple, du 
cylindre dont CD est le rayon de la base et H la 
hauteur. 

Circonscrivez au cercle dont le rayon est CD \\n 
polygone régulier GHIP , dont les côtés ne rencon- 
trent pas la circonférence qui a CA pour rayon ; ima-« 
ginez ensuite un prisme droit qui ait pour hauteur 
H, et pour base le polygone GHIP. Là surface con- 
vexe de ce prisme sera égale au contour du polygone ' 
GHIP multiplié pair la hauteur H "^ : ce contour est 
plus petit que la circonférence dont le rayon est . 
CA; donc la surface convexe du prisme est plus petite 
que cire, CAxH. Mais cù*e. CAxH est, par hypo- 
thèse , la surface convexe du cylindre dont CD est le 
rayon de la base , lequel cylindre est inscrit dans le 
prisme; donc la surface convexe du prisme serait plu$ 
petite que celle du cylindre inscrit. Or, au contraire , 
elle doit être plus grande * ; donc Thypothese d'où 
Ion est parti est absurde: donc, i^ la circonférence 
de la base cPun cylindre jnultipliée par sa hauteur 
ne peut mesurer la swjface conuexe d*un cylindre 
plus petit. 

Je dis en second lieu que ce même produit ne peut 
mesurer la surface dun cylindre plus grand. Car, 
pour ne pas changer de figure , soit CD le rayon de 
la base du cylindre donné, et soit, s'il est possible, 
cire. CDxH la surface convexe dun cylindre qui, 
avec la même hauteur, aurait pour base un cercle 
plus grand, par exemple, le cercle dont le rayon est 
CA. On fera la même c*onstruction que dans la pre- 
mière hypothèse, et la suiface convexe du prisme 
sera toujours égale aO contour du poly|;one GHip 
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mulljplië pAT la hauteur H. Mais ce contour est plus • 
graad que cire. CD; donc la surface du prisme serait 
plus grande que cire. GDxH ^ qui, paï* hypothèse, 
est la surface du cylindre de même hauteiur dont CA 
est le rayon de la base. Donc la surface du prisme 
serait plus grande que ceUe de ce cylindre. Mais , 
quand même le prisme serait inscrit dans le .cylindre, 
sa surface serait plus petite que celle du cylindre * ; « 3. 
à plus forte raison est -elle plus petite lorsque lo 
prisme ne s étend pas jusqu'au cylindre. Donc la se^ 
conde hypothèse ne saurait avoir lieu ; donc oP la 
cirçQnférenc^ de la base d'un cylindre multipliée par 
sç, hauteur ne peut mesurer la surface d*un cylindre 
plus grande 

Donc enfin la surface convexe d un cylindre es^ 
égale à la circonférence de sa base multipliée par sa 
liauteur. 

PROPOSITION V. 

THEOftÂMS. 

ta solidité d'un cône est égale au produit de 
sa base par le tiers de sa hauteur. 

Soit SO la hauteur du cône donné, AO le rayon i^,^'s^ 
de la ba^e; si on désigne par surf. AO la surface de 
la base, je dis que la solidité de ce cône sera égale \ - 
surf. AOx^SO. 

En effets supposons 1^ que sut/. AOxf SO soit la 
çolidité d'un cône plus grand, par exemple, du cône 
.dont SO est toujours la hauteur ^ mais dont OB , plus 
grand que AO , est le rayon de la base. 

Au cercle dont le rayon est AO circonscrivez un 

polygone régulier MNPT qui ne rencontre pas la 

circonférence dont le rayon est OB*; imaginez en- *\^i 

, suite une pyramide qui ait pour base le polygone 

et pour sommet le point S. I^ solidité de cette py* 



*'i9» 6» nunide^ est ég^lë à Taire du pol^iie MNi^ niul^ 
tiidiée ^r le tlèri de là hauteur âO. Mais le poly* 
goBe est plus grand que le cercle inscrit représenté 
fnv swf. AO ; donc la pyramide est plus grande 
que surf. AO X |S0 ^ qui , par hjpotbese , est la jne- 
sure du cône dont S est le sommet et OB le rayon de 
la base. Or, au contraire, la pyminide est plus petite 
que le c6ne^ puisqu'elle y est contenue; donc i^ il 
est impossible que la base d'un e^né multipliée pa^ 
le tiers dé sa hauteur Soit h mesura dHtn èône pliûi 
grand. 

Je dis ^^ que ce même produit ne peut être la me- 
suré d'iin côiie plus petit. Gât, pour ne pas changer 
de figure, soit OB le rayon de la base du cône don* 
iié , et soit , s'il est possible , surf. OB X | SO la Soli- . 
dite du côhé qiii a pour hauteur SO et pour base le 
cercle dont AO est le rayon. On fera la même con* 
struction que ci-dessus , et la pyramide SMNPT aura 
pour mesure l'aire MNPT multipliée par f SO. Mais 
Taire MNPT est plui pétile ijuié swrf. OB ; donc la 
pyramide aurait une mesure plus petite que surf 
OBX| Sd, ël par conséquent elle Serait plus petite 
que le cône doni AO est lé raybn de la base et SO la 
hauteur. Ôr , au contrail*e , la pyramide est plus grande 
que le cône , puisque le cône f est contenu : donc a<* 
îl est impossible que la base d un cône multipliée par 
le tiers de sa hauteur soit la mesure d'un cône plus 
petit. 

Donc ënfiii là solidité d un cône est égale au pro- 
duit de sa base par lé tiers de sa hauteur. 

Corollaire. Un cône est le tiers duh cylindre de 
même base et de même hauteur ; doù il suit , 

1® Que les cônes d'égales hauteurs sont entre eux 
comme leurs bases ^ 

2** Que les cônes de bases égales sont entre eux 
comme leurs hauteurs ; 



3^ Que hs côiies semblables sont ooiiime les wbe$ 
éoB diamètres de leurs bases^ ou cotaixsê leâ oobei ém 
leurs bauleurs; 

Schoiie. Soit R le rayon de la base d'un c6ne , H 
sa hauteur; la solidité du cône sera tcR' x f H ou 
iiçR'H. 

PROPOSITION VI. 

7faéOR£iliEE. 

Le cône tronqué ^TiEB, dont AO^ DP sont les H*^^ 
rayons des bases et PO là hauteur ^ a pour me^ 

^«reiiç.OP. (ÂÔ+DPVaOxDP). 

Soit TF6H une pyramide triangulaire de même 
Iiautéur que le cône SÂfi, et dont la base FGA soit 
équivalente à la base du cône. On peut suppo^r que 
ces deux bases sont placées sur un mémo plan; alors 
lêà somtaietÀ 8 et T sietotit k égalée distancés Su plan 
dH bM^, et te plàii EPD prolongé tktk dans la ^(fti,* 
liiidèla section IKL. Ot je dis ^è cette sectlt^tt Kli 
est éqoitaleiitë à la basé DE; caries bases Ati, DËi 
5oht entre elles comme lés ijuarrës des raybris AO ) 
DP*, ou comme les quarrés des hauteurs 80, 81* f •«it* 
les triangles FGH,IKL, sont entre eux conimé les 
quarrés de ces mêmes hauteurs*; donc les cercles *i$%^ 
Afi, DE, sont entre eux comme les triangles FGH, 
IKL. Mais, par hypothèse, lé triangle FGH est équi* 
valent au cercle AB; donc lé triangle IKL est équiVa* 
lent au cercle DE, 

Maintenant, la base AB multipliée par jSO est la 
solidité du cône SAB, et la base FGâ Inultipliée pat 
I^SO est celle de la pyramide TFGfef; donc, à cause 
des bases équivalentes , la solidité de la pyramide est 
égale à celle du cÔne. Par une. raison semblable, la 
pyramide TIKL est équivalente au cône SDE; doue 



le troue de c6ne ADEB est équivalent au tronc de 
pyramide FGHIKL. Mais la base FGH, équivalente 
au cercle dont le rayon est AO, a pour mesure 

ir X AOj d® même la bçwe IKL= w X DP, et la 

moyenne proportionnelle entre irxAOetwxDP 
est ic X AO X DP ; donc la solidité du tronc de pyra- 
mide , ou celle du tronc de cône , a pour mesure -OP X 

ao, 6. (wxÂ5+irxDP+wX AOxDp)*, ijui est la même 

chose que|wxOPx(ÂO+DP+AOxDP). 

PROPOSITION VIL 

TH^OaÂKBk 

La surface convexe d'un cône est égale à la 
circonférence de sa base multij?liée par la moi^ 
lié de son côté. 

fig.959. Soit AO le rayon de la basa du cône donné, S son 
spmmet, et SA son côté; je dis que sa surface sera 
cire* AO X ^SA. Car soit, s'il est possible , cire. AO x 
jSA, la surface dun cône qui aurait pour sommet le 
point S et pour base le cercle décrit du rayon OB plus 
grand que AO. 

Circonscrivez au petit cercle un polygone régulier 
MNPT, dont les côtés ne rencontrent pas la cir- 
conférence qui a pour rayon OB; et soit SMNPT 
la pyramide régulière , qui aurait pour base le poly- 
' gone, et pour sommet le point S. Le triangle SMN, 
IW de ceux qui composent la surface convexe de la 
'j^amide, a pour mesure sa base AIN multipliée par 
la moitié de la hauteur SA, qui est en même temps 
le côté du cône donné; cette hauteur étant égale 
f^lans tous les autres triangles SNP, SPQ, etc. i\ 
^ensuit que la surface convexe de la pyramide est 
fgale au como^r MNPTM multiplié par 7 SA, ^aîs 



te contour HNPTM, è^t plus gnàà que cire. AO^ 
done la surface Goiiyexe de la pyramide est plus 
grande que cù-c. AO xi SA, et par conséquent plu» 
grande que la surface convexe du cône qui avec le 
même sommet S aurait pour base le cercle d/écrit 
du rayon OB. Or, au contraire, la surface convexe 
du cône est plus grande que celle de la pyramide; 
car si on adosse base à base la pyramide à une pyra- 
mide égale, le cône à un cône égal, la surface des 
deux cônes enveloppera de toutes parts la surface des 
deux pyramides; donc la première surface sera plus 
grîbide que la seconde *y donc la surface du cône est 
plus grande que celle de la pyramide qui y est com- 
prise. Le contraire était une suite de notre hypothèse; 
donc cette hypothèse ne peut avoir lieu : donc i^ la 
circonférence de la base dVn cône multipliée par la 
luoitié de son côté ne peut mesurer la surface d*un 
cône plus grand. 

Je dis a^ que le même produit ne peut mesurer 
la surface d'un cône plus petit. Car soît BO le rayon 
de la base du côté donné, et soit, s'il est possible, 
vire, BO X~SB la surface du. cône dont S est le som- 
met , et âO , plus petit que OB , le rayon de ta base. 

Ayant fait la même construction que ci -dessus, 
la surface de la pyramide SMNPT sera toujours 
égale au contour MNPT multiplié par -jSA. Or le 
t;ontour MNPT est moindre que cire. BO, SA est 
moindre que SB; donc par cette double raison Ija 
surface convexe de^la pyramide est moindre que cire. 
BOx~SB, qui, par hypothèse , est la surface du cône 
dont AO est le rayon de la base ; donc la surface de 
la pyramide serait plus petite que celle du cône in- 
scrit. Ôr, au contraire, elle est plus grande; car en. 
adossant base à b^^ la pyramide à une pyramide 
égale, le cône à un cône égal, la surface des deux 
pyramides enveloppera celle des deux cônes > et par 
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fibtje que la droenfâ^ncG de la base d'un eètm donné 
«i4tipUé# par la moiûi de son côté mesure la liiifiMSf 
«Ttm cène pins petit. 

' Done enfin b »u&ca comnexe d*ttn cône est i^le 
à la râcenHérenoe dd m ba^e multipliée par la moitié 
de aon edté. 

d^hotte, Soh L le eèté d*un cène, R le rayon de 
sa baae, la eireonférenoe de cette base s^a 2ir!l, 
et la surfftce du cône aura pour mesure awRx^I', ' 

PROPOSITION VIII, 

%• a6t. La surface convexe du tronc de cône ADÉB est 
égale à son côté AD multiplié par la demi'^somme 
des circonférences de ses deux bases AP , DE. 

Dans le plan SAB qui passe par 1 axe SO , menez 
perpendiculairement à SA la ligne A F, égale à h 
circonférence qui a pour rayon AOj joignez SF, et 
menez DH parallèle à AF. 

A cause des j:riangles semblables SAO,i$jDC, on 
aura Ap:DC :: SA:SD; et à cau$e des uiao^l^ 
sembjabjes SAF, SDH , on aura AF : DIJ : : SA : gD ; 

^11, 4, donc AF : DH : : AO : DC , ou : : cii^c. AO leirc. DG *• 
BJais par construction AF == cire. AO ; donc DH =p 
cire. De* Cela posé, Je triangle SAF, qui a pour 
mesure AFx^SA, est égal à h surface du c^e 
SAB qui a pour mesure cire. AOx-SA. Par une r^- 
son semblable le triangle SDH est ég^ à la surface 
du cône SDE. Donc la surface du tronc ADËB 
est égale à celle du trapèze ADHF. CellcKi a pour 

fU9i mww* AD X (^^^); donc la sur&ce du 
tronc de eône ADEB est égale à son côté AD mul- 



tipUé par la demi^somme des ciroonféreiices de sel 
deux bases. 

Corollaire, ^ar le point I, milieu de AD, menez 
IKL parallèle à AB, et IM parallèle à AF; on dé- 
montrera comme ci-dessus que Ufr=ciir. IK. Mais 
}e trapete ADHF ==APxIM= AD xc/rc, IK. Donc 
on peut dire encore que la sur/ace d^un tronc de 
cône est égale à son cdeé multiplié par la chrcanfé* 
rente âfune section faite h égaie distance des deum 
kases. 

Seholm* Si imd ligne AD, sio^ fout «atiefe 
dW même côté de b ligne OC et dans le même 
plan» f^^ Yine. révolutioi» autour de OG, la sur- 
lace décrite par AD aura pour mesure AD k 

(cire. XO-^ cire. DC\ a r\ ^^ • rv i tî 
; — -^ J, ou AD X cire. IK; les lignes 

AO, DC, IK) érapt des perpendiculaires abaissées 
des extrémités et du milieu de 1^ ligne AD sur 
Taxe OC. 

Car si on prolonge AD eft OC jusqu'à leur ren- 
contre mutuelle en S , U est clair que la sifrfice dé- 
crite pfir AD est celle d'un eône tronqué dont OA 
et DG sont les rajons des bases , le pône entier ajant 
pour sommet le point S. Donc cette sur£ict aura la 
niesure mentionnée* 

Cette mesure aurait toujours UeUi quand même le 
point D tomberait en S, ce qui donnerait un câtoe 
entier, et aussi quand la ligne AD serait parallde à 
Taxe, ce qui donnerait un cylindre. Dans le premier 
cas DC serait imlle, dans le second DC serait ^le à 
AOetàlK. 
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PROPOSITION IX. 

li B K X s. 

•g. «6»* Soient AB, BC> CD, plusieurs côtés successifs 
tVun polygone régulier y O son centre ^ et 01 le 
rayon du cercle inscrit; si on suppose que la 
portion de polygone ÂBCD ^ située tout entière 
d*un même côté du diamètre FG, fasse une ré- 
• solution autour de ce diamètre^ la surface dé- 
critepar ABCD aura pour mesure MQ X tire. OI, 
, MQ étant la hauteur de cette surface ou la par- 
tie de raxe comprise entre les perpendiculaires 
AM,DQ. 

Le point I étant milieu de AB, et IK étant une 
perpendiculaire à Taxe abaissée du point I, la sur- 
• «. face décrite par AB aura pour mesure AB x cire. iK*. . 
Menez AX parallèle à Taxe, les triangles ABX, OIK, 
auront les câtés perpendiculaires chacun à chacun: 
savoir 01 à AB, IK à AX, et OK à BX; donc ces 
triangles sont semblables et donnent la proportion 
AB : AX ou MN :: 01 : IK, ou :: cire. OI : cire. IK; 
donc AB X cire. IK = MN X cire. 01. D'où Ton voit 
que la surface décrite par AB est égale à sa hauteur 
MN multipliée par la ^circonférence du cercle inscrit. 
De même la surface décrite par BC, =NP X cire. 01, 
la surface décrite par CD, =:PQxciV«, 01. Donc la 
surface décrite par la portion de polygone ABCD, 
a pour mesure ( MN 4- NP + PQ ) X c/n:. 01, ou 
J)f Q X cicc. 01 ; donc elle est égale à sa hauteur multi- 
pliée par la circonférence du cercle inscrit. 

Corollaire. Si le polygone entier est d'un, nombire 
de côtés pair, et que l'axe FG passe par deux som- 
mets opposés F et G, la surface entière décrite par la 
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révoladon du demi^pôlygone FAC6 aéra ^ale à oon * 
axe FG multiplié par la circonférence du cerde inM»it. 
Cet axe FG sera en même temps le diamètre du cercle 
circonscrit. 

PROPOSITION X. 

T H ]i O H â M B. 

La surface Je la sphère est égale à son dia* 
mètre multiplié par la circonférence d'un grand 
cercle. 

Je dis i^ que le diamètre d'une sphère, multiplié 
par la circonférence de son grand cercle, ne peut 
mesurer la surface d'une sphère plus grande. Car 
soit, s'il est possible, AB X cire. AC la surface de la if.ifiS. 
sphère qui a pour rayon CD. 

Au cercle dont le rayon est CA, circonscrirez un 
polygone régidier d'un nombre pair de côtés qui ne 
rencontre pas la circonférence dont CD est le rayon; 
soient M et S deux sommets opposés de ce polygone; 
et autour du diamètre MS faites tourner le demi-po« 
lygone MPS. La surface décrite par ce polygone aura 
pour mesure MS X cire. AC* : mais MS est plus grand * e* 
que Afi ; donc la surface décrite par le polygone est 
plus grande que AB x cire. AC, et par conséquent 
plus grande que la surface de la sphère dont le rayon 
est CD. Or, au contraire, la surface de la sphère est 
plus grande que la surface décrite par le polygone^ 
puisque là première enveloppe la seconde de toutegi 
parts. Donc !<> le diamètre d'une sphère multiplié par 
la circonférence de son grand cercle ne peut mesurer 
la urriàce d'une sphère plus grande. \ 

Je dis â^ que ce même produit ne peut mesurer 
la surface d'une sphère plus petite. Car soit, s'il est 

Douz, éd. , 17 
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possible, HE'Xcirô. CD la surfiicfr de la iphore qâi a 
|iour rayon GA. On fera la même construction ^qfÈt 
dans le premier cas, et la surface du solide engendi^é 
par le polygone sera toujours égale à "MSxcirc. AC. 
Mais MS est plus petit que DE, et cire. AC plus petite 
que cîrc. CD ; donc i par ces deux raisons , la surface 
du solide décrit par le polygone serait plus petite que 
DE X cire, CD, et par conséquent plus petite que la 
surface ^de la sphère dont le rayon est AC. Or , au 
contraire, la surface décrite par le polygone est plus 
grande que la surface de la sphère dont le rayon est 
AC, puisque la première surface enveloppe la secoiide,* 
donc 2° le diamètre d'une sphère multiplié par la cir- 
conférence de son grand cercle ne peut mesurer la 
surface dune sphère plus petite. 

Donc la surface de la sphère est égalé à son dia- 
mètre multiplié par la circonférence de son grand' 
cercle. 

Corollaire, La surface du grand cercle se mesure 
en multipliant sa circonférence par la moitié du rayon 
ou le quart du diamètre ; donc ia surface de la sphère 
est quadruple de celle d!xm grand cercle* 

Scholie, La surface de la sphère étant ainsi mesurée 
et comparée à des surfaces planes, il sera facile d'avoir 
la valeur absolue des fuseaux et triangles sphériques 
dont on a déterminé ci-dessus le rapport avec la sur* 
face entière de la sphère. 

D'abord le fuseau dont langle est A, est à la surface 
de la sphère comme l'angle A est à quatre angles 
•aa,7. droits *^ ou comme Tare de grand cercle qui mesure 
Tangle A est à la circonférence de ce même grand 
cercle. Mais la sur&ce de la sphère est i%ale à cette 
circonférence multipliée par le diamètre; donc la 
surface du fuseau est égale à l'arc qui mesure Tangle 
de ce fuseau multiplié par le di&metre. 
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En Second lieu tout triangle spfaërique est équi* 
Talent à un faseau dont Tàngle est égal à la moitié de 
l'excès de la somme de ses trois angles sur deux 
angles droits ^ Soient donc P, Q, R, les arcs de ««3» 7« 
grand cercle qui mesurent les trois angles du trian- 
gle ; soit G la circonférence d'un grand cercle 
et D son diamètre ; le triangle sphérique sera 
équivalent au fuseau dont l'angle a pour mesure 

— , et par conséquent sa surface sera 



p^^+Q+R~^C^ 



Ainsi) dans le cas du triangle tri «rectangle, clia- 
cun des arcs P, Q, R) est égal à ^G, leur somme 
est|G, l'excès de cette somme sur ^ G est ^ G, et la 
moitié de cet excès =7 G $ donc la surface du triangle 
tri-recuugle =^GxU, ce qui est la huitième partie 
de la surface totale de la sphère. 

La mesure des polygones sphériques suit immédia- 
tement dételle des triangles, et d'ailleurs elle est 
entièrement détermhiée par la prop. xxiy, lir. tii^ 
puisque l'unité de mesure, qui est le triangle tri- 
rectangle, vient d'être évaluée en surface plane. 

PROPOSITION ÎI. 

THBOAÂMB. 

La surface d'une zone sphérique quelconque 
est égaie à la hauteur de cette zone multipliée 
par la circonférence d'un grand cercle. 

Soit EF un are quelconque plus petit ou plus grand Ii0« ^* 
que le quart de circonférence , et soit abaissée F6 per- 
pendiculaire sur le rayon £C ; je dis que la zone ù une 

17. 
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base , décrite par la révolution de Parc EF autour 
de EG , aura pour mesure EG x cire. EG. 

Car supposons d^abord que cette zone ait une. me- 
sure plus petite , et soit, s^'û est possible , cette mesure 
=EG X circ^ GA. Inscrivez dans l'arc EF une portion 
de polygone régulier EMNOPF dont les côtés n'at- 
teignent pas la circonférence décrite du rayon CA , 
et abaissez GI perpendiculaire sur EM ; la surface 
décrite par le polygone EMF tournant autour de EG, 
• 9^ aura pour mesure EG XciVc. GI*. Gette quantité est 
plus grande que EG XciVtc. AG, qui, par hypothèse, 
es^la mesure de la zone décrite par Tare EF. Donc la 
surface décrite par le polygone EMNOPF serait plus 
grande que la surface décrite par l'arc circonscrit EF; 
or, au contraire, cette dernière surface est plus grande 
que la première, puisqu'elle l'enveloppe de toutes 
parts ; donc i^ la mesure de toute zone sphérique 
à une base ne peut être plus petite que la hauteur de 
cette zone multipliée par la circonférence d'un grand 
cercle. 

Je dis en second lieu que la mesure de la même 
zone ne peut être plus grande que la hauteur de cette 
zone multipliée par la circonférence d'un grand cercle. 
Gar supposçns qu'il suisse de la zone décrite par 
l'arc AB autour de AG, et soit , s'il est possible, zone 
AB > AD X cire. AG. La surface entière de la sphère, 
composée des deux zones AB, BH, a pour mesure 
» lo. AH X cire. AG * , ou AD x cire. AG + DH x cire. AG ; 
si donc on a zone AB > AD X cire. AG, il faudra 
qu'on ait zone BH < DH x cire. AG ; ce qui est 
contraire à la première partie déjà démontrée. Donc 
a® la mesure d'une zone sphérique à une base ne 
peut être plus grande que la hauteur de cette zone 
multipliée par la circonférence d'un grand cercle. 

Donc enfin toute zone sphérique à une base a pour 
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mesure la hauteur de cette zone multipliée par la cir* 
conférence d'un grand cercle. 

Considérons maintenant une zone quelconque, à 
deux bases, décrite par la révolution de Tare FH iSg.aaa. 
autour du diametjçe DE , et soient abaissées les per* 
pendiculaires FO , HQ sur ce diamètre. La zone dé- 
crite par l'arc FH est la difierence des deux zones dé- 
crites par les arcs DH et DF ; celles-ci ont pour 
mesures BQxcirc. CD et DO xc/rc. CD; donc la 
zone décrite par FH a pour mesure (DQ — DO)x 
cire. CD ou OQ x cire. CD. 

Donc toute zone sphérique à une ou à deux bases 
a pour mesure la hauteur de cette zone multipliée 
par la circonférence d'un grand cercle. 

Corollaire, Deux zones prises dans une même 
sphère* ou dans des sphères égales , sont entre elles 
comme leurs hauteurs , et une zone quelconque est à 
la surface de la sphère comme la hauteur de ccac 
zone est au diamètre. 

PROPOSITION XII. 

THÉioaâvB. 

Si le triangle l^kC et le rectangle BCEF de %»«4 
même base et de même hauteur tournent simul- •' *^* 
tanément autour de la base commune BC, le so- 
lide décrit par la révolution du triangle sera le 
tiers du cylindre décrit par la ré^^olution du 
rectangle. 

Abaissez sur l'axe la perpendiculaire AD; le cAne fig-4««' 
décrit par le triangle ABD est le tiers du cylindre dé- 
cf\% par le rectangle AFBD*, de raêmç le cône d^crif * ^' 
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par le triangle ADC est le tiers du cylindre décrit par 
le rectangle ADGE ^ donc la somme des deux cônes oti 
le solide décrit par ABC est le tiers de la somme des 
deiix cylindres ou du cylindre décrit par le rectangle 
BCEF. 
fig. ft65. Si la perpendiculaire AD. tombe au •dehors du 
triangle , alors le solide décrit par ABC sera la dif- 
férence des cônes décrits par ABD et ACD; mais en 
même temps le cylindre décrit par BCEF sera la 
différence des cylindres décrits par AFBD, AECD. 
Donc le solide décrit par la révolution du triangle sera 
toujours'le tiers du cylindre décrit par îa révolution 
du rectangle de même base et de même hauteur. 
Scholie, Le cercle dont AD est le rayon a pour 

surface tc X AD ; donc tu x AD X BC est la mesure du 

cylindre décrit p^r BCEF, et ^ttxAD'xBC est celle 
du solide décrit par le triangle ABC. 

PROPOSITION XIII. 

PROBLEME. 

Le triangle CAB étant supposé faire une révo- 
^' * lution autour de la ligne CD, menée comme on 
voudra hors du triangle par son sommet C, trou-- 
ver la mesure du solide ainsi engendré* 

Prolongez le côté AB jusqu'à ce qu'il rencontre 
Taxe CD en D, des points A et B abaissez sur Taxe 
les perpendiculaires AM, BN. 

Le solide décrit par le triangle CAD a pour me- 

* "• sure* l-w X AM X CD; le solide décrit par le triaa^ 
CBD a pour mesure \tç x BN xCD; donc la diffé- 



liIVfiS TIII. $S^ 

reùte de ces solides ou le solide dëcitt par ABC aura 

pout mesuré |ir. (ÂM BN )x CD. 

On peut donner à cette expression une autre forme* 
Du point I, milieu de AB^ meneau IK perpendiculaire 
à CD, et par le point B mene% BO parallèle à GD|» 
on aura AM+BN=2lK* et AM— BN=:AO; donc, * 7» 5. 

(AM + BN) X (AM— BN), ouÂM — BN=2lKx 
AO*. La mesure du solide dont il s'agit est donc *io, 5. 
exprimée aussi par fur X IKx AO X CD. Mais si on 
abaisse GP perpendiculaire sur AB, les triangles ABO, 
DCP, seront semblables ^ et donneront |a proportion 
AO : CP :: AB : CD ; d'où résulte AO X CD =CP X 
AB ; d'ailleurs GP X AB est le double de Taire du 
triangle ABG ; ainsi on a AOxGD = 2ABG; donc 
le solide décrit par le triangle ABG a aussi pour me- 
sure |7v X ABG X IK , ou , ce qui est la même chose, 
ABC X|c£rc. IK; (car cire. IK = aTC.IK.) Donc le 
solide décrit par la révolution du triangle ABG , a 
pour mesure Faire de ce triangle multipliée par les 
deux tiers de la circonférence que décrit le point I 
milieu de sa base. 

Corollaire. Si le côté AG=CB, la ligne CI sera g-^^j 
perpendiculaire à AB, Taire ABC sera égale à ABX 
|CI, et la soKdité fir X ABG X IK deviendra f ir X 
ABxIKxCI. Mais les triangles ABO, CIK, sont 
semblables et donnent la proportion AB : BO ou 
MN ;: CI : IK ; donc AB X IK = MN X CI j donc le 
soli^ décrit par le triangle isoscele ABG aura pçur 

mesure |ir X MN X CL 

Sùholie. La solution générale paraît supposer que 
la ligne AB prolongée rencontre Taxe j maïs les 
résultats n'en seraient pas moins vrais, quand la: 
ligne AB serait parallèle à l'axe. ' 



par le triajigle ADC est le tiers du cylindre décrit par 
le rectangle ADGE ; donc la somme des deux cônes cm 
le solide décrit par ABC est le tiers de la somme des 
deux cylindres ou du cylindre décrit par le rectangle 
BCEF. 
fig. a65. Si la perpehdiculaire AD, tombe au •dehors du 
triangle , alors le solide décrit par ABC sera la dif- 
férence des cônes décrits par ABD et ACD; mais en 
même temps le cylindre décrit par BCEF sera la 
différence des cylindres décrits par AFBD, AECD. 
Donc le solide décrit par la révolution du triangle sera 
toujours'le tiers du cylindre décrit par îa révolution 
du rectangle de même base et de même hauteur. 
Scholie, Le cercle dont AD est le rayon a pour 

surface tc X AD ; donc tu x AD X BC est la mesure du 

cylindre décrit par BCEF, et ^ttxAD'xBC esj celle 
du solide décrit pai* le triangle ABC. 

PROPOSITION XIII. 

PROBLEME. 

Le triangle CAB étant supposé faire une révo- 
^' * lution autour de la ligne CD, menée comme on 
voudra hors du triangle par son sommet G, trou-^ 
ver la mesure du solide ainsi engendré* 

Prolongez le côté AB jusqu'à ce qu'il rencontre 
l'axe CD en D, des points A et B abaissez sur l'axe 
les perpendiculaires AM, BN. 

Le solide décrit pax le triangle CAD a pour me- 

* "• sure* ^-w x AM x CD ; le solide décrit par le triangle 
CBD a pour mesure ^ttxBN'xCDj donc la dififé* 



renée de ces solides ou le solide décrit par ABC aura 

pout mesuré |ir. (ÂM BN)x CD. 

On peut donner à cette expression une autre forme* 
Du point I, milieu de AB^ meneau IK perpendiculaire 
à GI>, et par le point B mene% BO parallèle à GD|» 
on aura AM+BN=2lK* et AM— BN=AO; donc, * 7» 5. 

(AM + BW) X (AM— BN), ouÂM — BN=2lKx 
AO*. La mesure du solide dont il s*agit est donc *io, 5. 
exprimée aussi par f x X IKX AO X CD. Mais si on 
abaisse CP perpendiculaire sur AB, les triangles ABO, 
DCP, seront semblables ^ et donneront |a proportion 
AO : CP :: AB : CD ,• d'où résulte AO X CD =CP X 
AB ; d'ailleurs CP X AB est le double de Taire du 
triangle ABC; ainsi on a AOxCD = aABC; donc 
le solide décrit par le triangle ABC a aussi pour me- 
sure |7v X ABC X IK , ou , ce qui est la même chose, 
ABCXfcirc. IK; (car cire. IK = aTC. IK.) Donc le 
solide décrit par la réi^olution du triangle ABC , a 
pour mesure Paire de ce triangle multipliée par les 
deux tiers de la circonférence que décrit le point I 
milieu de sa base. 

Corollaire, Si le côté AC=:CB, la ligne CI sera g-;^j 
perpendiculaire à AB, Taire ABC sera égale à ABX 
^CI, et la soHdité fr X ABC X IK deviendra f ir X 
ABxIKxCI. Mais les triangles ABO, CIK, sont 
semblables et donnent la proportion AB : BO ou 
MN:: CI:IK; donc ABXIK = MNxCI; donc le 
solide décrit par le triangle isoscele ABC aura p^r 

mesure |ip X MN X CL 

Sùholie. La solution générale paraît supposer que 
la ligne AB prolongée rencontre Taxe ; mais les 
résultats n*en seraient pas moins vrais, quand ht 
ligne AB serait parallèle à Taxe. ' 



par le triajigle ADC est le tiers du cylindre décrit par 
le rectangle ADCE ; donc la somme des deux c6nes on 
le solide décrit par ABC est le tiers de la somme des 
deux cylindres ou du cylindre décrit par le rectangle 
BCEF. 
fig.ft65. Si la perpehdiculaire AD, tombe au •dehors du 
triangle , alors le solide décrit par ABC sera la dif- 
férence des cônes décrits par ABD et ACD; mais en 
même temps le cylindre décrit par BCEF sera la 
différence des cylindres décrits par AFBD, AECD. 
Donc le solide décrit par la révolution du triangle sera 
toujours'le tiers du cylindre décrit par îa révolution 
du rectangle de même base et de même hauteur. 

Scholie. Le cercle dont AD est le rayon a pour 
surface tc X AD ; donc tu x AD x BC est la mesure du 

cylindre décrit par BCEF, et ^ttxADxBC ejt celle 
du solide décrit par le triangle ABC 

PROPOSITION XIII. 

PROBLEME. 

Le triangle CAB étant supposé faire une révo- 
^' * * lution autour de la ligne CD, menée comme on 
voudra hors du triangle par son sommet C^ troa* 
ver la mesure du solide ainsi engendré* 

Prolongez le côté AB jusqu'à ce qu'il rencontre 
l'axe CD en D, des points A et B abaissez sur Taxe 
les perpendiculaires AM, BN. 

Le solide décrit par le triangle CAD a pour œe- 

* "• sure* f -w X AM x CD ; le solide décrit par le triangle 
CBD a pour mesure -tt x BN XCD; donc la diffé- 
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rcfnee de ces solides ou le solide décrit par ABC aura 

pour mesuré |ir. (ÂM BN )x CD. 

On peut donner à cette expression une autre forme. 
Du point I, milieu de AB^ meneau IK perpendiculaire 
à GI>, et par le point B menez BO parallèle à GD^ 
on aura AM+BN=2lK* et AM— BN=AO; donc, * 7» 5. 

(AM + BW) X (AM— BN), ou AM — BN=2lKX 
AO*. La mesure du solide dont il s'agit est donc *io, 5- 
exprimée aussi par fur X IKx AO X CD* Mais si on 
abaisse CP perpendiculaire sur AB, les triangles ABO, 
DCP, seront semblables j^ et donneront |a proportion 
AO : CP :: AB : CD ; d'où résulte AO X CD =CP X 
AB ; d'ailleurs CP X AB est le double de Taire du 
triangle ABC; ainsi on a AOxGD = aABC; donc 
le solide décrit par le triangle ABC a aussi pour me- 
sure |iv X ABC X IK, ou, ce qui est la même chose, 
ABCXfcirc. IK; (car cire, IK = aTC. IK.) Donc le 
solide décrit par la réi^olution du triangle ABC , a 
pour mesure Paire de ce triangle multipliée par les 
deux tiers de la circonférence que décrit le point I 
milieu de sa base. 

Corollaire. Si le coté AC=:CB, la ligne CI sera g-,^j 
perpendiculaire à AB, l'aire ABC sera égale à ABX 
^Cl, et la «oKdîté Jt: X ABC X IK détiendra f ir X 
ABxIKxCI. Mais les triangles ABO, CIK, sont 
semblables et donnent la proportion AB : BO ou 
MN::CI:IK; donc AB X IK = MNX CI; donc le 
soli^ décrit par le triangle isosccle ABC aura pçur 

mesure |ic X MN X CL 

Sùholie. La solution générale paraît supposer que 
la ligne AB prolongée rencontre Taxe ; mais les 
résultats n'en seraient pas moins vrais, quand la 
ligne AB serait parallèle à Taxe. 



par le triiuigle ADC est le tiers du cylindre décrit par 
le rectangle ADCË ; donc la somme des deux cônes cm 
le solide décrit par ABC est le tiers de la somme des 
deux cylindres ou du cylindre décrit par le rectangle 
BCEF. 
fig. a65. Si la perpendiculaire AD, tombe au •dehors du 
triangle , alors le solide décrit par ABC sera la dif- 
férence des cônes décrits par ABD et ACD; mais en 
même temps le cylindre décrit par BCEF sera la 
différence des cylindres décrits par AFBD, AECD. 
Donc le solide décrit par la révolution du triangle sera 
toujours'le tiers du cylindre décrit par ik révolution 
du rectangle de même base et de même hauteur. 
Scholie. Le cercle dont AD est le rayon a pour 

surface tc X AD ; donc tu x AD x BC est la mesure du 

cylindre décrit par BCEF, et f tt x AD xBC e$!t ceUe 
du solide décrit pai* le triangle ABC. 

PROPOSITION XIII. 

PROBLÊME. 

Le triangle CAB étant supposé Jaire une révo- 
^ ^' * lution autour de la ligne CD, menée comme on 
voudra hors du triangle par son sommet C y trou- 
ver la mesure du solide ainsi engendrée 

Prolongez le côté AB jusqu'à ce qu'il rencontre 
l'axe CD en D, des points A et B abaissez sur Taxe 
les perpendiculaires AM, BN. 

Le solide décrit par le triangle CAD a pour me- 

* "• sure* ^10 x AM x CD ; le solide décrit par le triangle 
CBD a pour mesure -tt x WxCD; donc la diffé- 



renée de ces solides ou le solide décrit par ABC aura 

pout mesure jw. (ÂM BN)x CD. 

On peut donner à cette expression une autre forme* 
Du point I , milieu de AB ^ menez IK perpendiculaire 
à CD) et par le point B menez BO parallèle à GD|» 
on aura AM+BN=2lK* et AM— BN=AO; donc, * 7» 5. 

(AM + BN) X (AM— BN), ou ÂM — BN=2lKx 
AO*. La mesure du solide dont il s'agit est donc *io, 5. 
exprimée aussi par f 17 X IKx AO X CD* Mais si on 
abaisse CP perpendiculaire sur AB, les triangles ABO^ 
DCP, seront semblables ,, et donneront la proportion 
AO : CP : : AB : CD ; d'où résulte AO X CD =CP X 
AB; d'ailleurs CPx AB est le double de Taire du 
triangle ABC; ainsi on a A0xCD = 2ABC; donc 
le solide décrit par le triangle ABC a aussi pour me- 
sure |7v X ABC X IK, ou, ce qui est la même chose, 
ABC X|c£rc. IK; (car cire. IK = aTC. IK.) Donc le 
solide décrit par la réç^olution du triangle ABC, a 
pour mesure Paire de ce triangle multipliée par les 
deux tiers de la circonférence que décrit le point I 
milieu de sa base. 

Corollaire. Si le côté AC==CB, la ligne CI sera g-^^j 
perpendiculaire à AB, l'aire ABC sera égale à ABX 
^CI, et la solidité Jtt X ABC X IK deriendra f ir X 
AB X IK X CL Mais les triangles ABO, CIK, sont 
semblables et donnent la proportion AB : BO on 
MN : : CI : IK ; donc AB X IK = MN X CI ; donc le 
soli^ décrit par le trkogle isoscele ABC aura pçur 

mesure |ip X BfN X CL 

Sùholie. La solution générale paraît supposer que 
la ligne AB prolongée rencontre l'axe ; maïs les 
résultats n'en seraient pas moins vrais, quand la 
ligne AB serait parallèle à l'axe. ' 



par le triangle ADC est le tiers du cylindre décrit par 
le rectangle ADGE ; donc la somme des deux c6nes ofu 
le solide décrit par ABC est le tiers dé la somme des 
deux cylindres ou du cylindre décrit par le rectangle 
BCEF. 
fig. a65. Si la perpendiculaire AD. tombe au •dehors du 
triangle ^ alors le solide décrit par ABC sera la dif- 
férence des cônes décrits par ABD et ACD; maÎ5 en 
même temps le cylindre décrit par BCEF sera la 
différence des cylindres décrits par AFBD, AECD. 
Donc le solide décrit par la révolution du triangle sera 
toujours'le tiers du cylindre décrit par îa révolution 
du rectangle de même base et de même hauteur. 

Scholie. Le cercle dont AD est le rayon a pour 
surface tc X AD ; donc tc x AD X BC est la mesure du 

cylindre décrit par BCEF, et ^tt x AD xBC est celle 
du solide décrit p^x le triangle ABC. 

PROPOSITION XIII. 

PROBLEME. 

Le triangle CAB étant supposé faire une réi^o- 
^' * ' lution autour de la ligne CD, menée comme on 
* voudra hors du triangle par son sommet C y trou- 
ver la mesure du solide ainsi engendré* 

Prolongez le côté AB jusqu'à ce qu'il rencontre 
l'axe CD en D, des points A et B abaissez sur Taxe 
les perpendiculaires AM, BN. 

Le solide décrit par le triangle CAD a pour me- 

* "• sure* \^ x AM X CD ; le solide décrit par le triangle 
CBD a pour mesure iTuxWxCD; donc la diflfé- 



renée de ces solides ou le solide décrit par ABC aura 

pour mesure |w. (ÂM BN)x CD. 

On peut donner à cette expression une autre forme. 
Du point I , milieu de AB ^ meneau IK perpendiculaire 
à CD) et par le point B menez BO parallèle à GD|» 
on aura AM+BN=2lK* et AM— BN=AO; donc, * 7» 5. 

(AM + BW) X (AM— BN), ou AM — BN=2lKx 
AO*. La mesure du solide dont il s'agit est donc *io,S. 
exprimée aussi par f 17 X IKx AO X CD* Mais si on 
abaisse CP perpendiculaire sur AB, les triangles ABO, 
DCP, seront semblables ^ et donneront la proportion 
AO:CP::AB:CD,- d'où résulte AOxCD=CPx 
AB ; d'ailleurs CP X AB est le double de l'aire du 
triangle ABC; ainsi on a AOxCD = 2ABC; donc 
le solide décrit par le triangle ABC a aussi pour me- 
sure |7v X ABC X IK, ou, ce qui est la même chose, 
ABCXfciVc. IK; (car cire. IK = aTC. IK.) Donc le 
solide décrit par la révolution du triangle ABC , a 
pour mesure Faire de ce triangle multipliée par les 
deu^ tiers de la circonférence que décrit le point I 
milieu de sa base. 

Corollaire. Si le côté AC=CB, la ligne CI sera g-^^j 
perpendiculaire à AB, l'aire ABC sera égale à ABX 
I^CI, et la «oKdîté Jt: X ABC X IK deviendra f ir X 
ABxIKxCL Mais les triangles ABO, CIK, sont 
semblables et donnent la proportion AB : BO ou 
MN::CI:IK; donc AB X IK = MNX CI; donc le 
soli^ décrit par le triangle isoscele ABC aura pçur 

mesure |ir X MN X Cl! 

Sàholie. La solution générale paraît supposer que 
la ligne AB prolongée rencontre Taxe ; maïs les 
résultats n'en seraient pas moins vrais, quand la 
ligne AB serait parallèle à l'axe. ' 
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par le triiuigle ADG est le tiers du cylindre décrit par 
le rectangle ADGE ; donc la somme des deux c6nes cm 
le solide décrit par ABC est le tiers de la somme des 
deux cylindres ou du cylindre décrit par le rectangle 
BCEF. 
fig.a65. Si la perpendiculaire AD. tombe au -dehors du 
triangle , alors le solide décrit par ABC sera la dif- 
férence des cônes décrits par ABD et AGD; mais en 
même temps le cylindre décrit par BCEF sera la 
différence des cylindres décrits par AFBD, AECD, 
Donc le solide décrit par la révolution du triangle sera 
toujours'le tiers du cylindre décrit par îa révolution 
dti rectangle de même base et de même hauteur. 

Scholie. Le cercle dont AD est le rayon a pour 
surface tc X AD ; donc ir x AD X BC est la mesure du 

cylindre décrit par BCEF, et ^ttxADxBC est celle 
du solide décrit pai* le triangle ABC. 

PROPOSITION XIII. 

PROBLÊME. 

Le triangle CAB étant supposé /aire une ré%^o- 
^' * lution autour de la ligne CD, menée comme on 
voudra hors du triangle par son sommet C, trou- 
ver la mesure du solide ainsi engendré* 

Prolongez le côté AB jusqu'à ce qu'il rencontre 
l'axe CD en D, des points A et B abaissez sur Taxe 
les perpendiculaires AM, BN. 

Le solide décrit par le triangle CAD a pour me- 

* "• sure* f -w X AM x CD; le solide décrit par le triangle 
CBD a pour mesure ^tt x BNVcD; donc la diflfé- 
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rcfnee de ces solides ou le solide décrit par ABC aura 

pour mesuré |ir. (ÂM Bn)x CD. 

On peut donner à cette expression une autre forme* 
Du point I, milieu de AB^ menez IK perpendiculaire 
à CD, et par le point B menez BO parallèle à GD|» 
on aura AM+BN=2lK* et AM— BN=AO; donc, * 7» 5. 

(AM + BN) X (AM— BN), ouÂM — BN=2lKx 
AO*. La mesure du solide dont il s'agit est donc *io,5. 
exprimée aussi par fur X IKx AO X CD. Mais si on 
abaisse GP perpendiculaire sur AB, les triangles ABO, 
DCP, seront semblables ^ et donneront la proportion 
AO:CP::AB:GD; d'où résulte AOxCD=CPx 
AB ; d'ailleurs GP X AB est le double de Taire du 
triangle ABG ; ainsi on a AOxGD = aABG; donc 
le solide décrit par le triangle ABG a aussi pour me- 
sure |iv X ABG X IK, ou , ce qui est la même chose, 
ABC Xfc/rc. IK; (car cire. IK = aTC. IK.) Donc le 
solide décrit par la réç^olution du triangle ABG , a 
pour mesure Paire de ce triangle multipliée par les 
deux tiers de la circonférence que décrit le point I 
milieu de sa base. 

Corollaire. Si le côté AG=:GB, la ligne GI sera g-;^j 
perpendiculaire à AB, l'aire ABC sera égale à ABX 
iCi, et la soKdîté fi: X ABC X IK deviendra f ir X 
ABxIKxGI. Mais les triangles ÀBO, CIK, sont 
semblables et donnent la proportion AB : BO ou 
MN :: CI : IK ; donc AB X IK = MN X CI j donc le 
soli^ décrit par le trkogle isoscele ABG aura p^r 

mesure |ip X MN X CL 

Sùfiolie. La solution générale paraît supposer que 
la ligne AB prolongée rencontre Taxe ; mais les 
résultats n*en seraient pas moins vrais, quand lar 
ligne AB serait parallèle à l'axe. ' 
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Êg.iM. En effet, le cylindre décrit par AMNB a pour me- 
sure îT. AM. MN, le cône décrit. par AGMrz: ji7« AM. 

CM, et le cône décrit par BCN=~ir. AM.CN. Ajou- 
tant les deux premiers solides et retranchant le 
troisième, on aura pour le solide décrit par ABC, 

w.Âm" (]VIN + iCM— ^CN) : et puisque CN^CM 

:^ MN , cette expression se réduit à tt • AM . | MN, ou 

fiv.CP.MN, ce qui s^accorde avec les résultats déjà 
trouyés. 

PROPOSITION XIV. 

THBORÂMJB. 

Sc.i6i. Soient AB, BC, CD, plusieurs côtés successifs 
d'un polygone régulier y G son centre, et CI le 
rayon du cercle inscrit; si an imagine que le sec- 
teur polygonal AOD , situé (Vun même côté du 
diamètre FG, fasse une révolution autour de 
' ce diamètre y le solide décrit aura pour mesure 

x'ï^.OI.MQ, MQ étant la portion de Vaxe termi- 
née par les perpendiculaires extrêmes AM, DQ. 
En effet y puisque le polygone est régulier, tous 
les triangles AOB, BOC, etc. sont égau]^ et isosceles. 
Or, suiyant le corollaire de la prapositionr précé- 
dente, le solide produit par le tiiangle isoscele AOB 
a pour mesure fir.OI.MN, le solide décrit par le 
triangle BOC a pour mesure fir.OI.NP, et le solide 

décrit par le triatigle COD a pour mesure |i7.0I. 
PQ; donc la somme de ces solides, ou le solide entier 
décrit par le secteur polygonal AOD, aura pour ni^ 

suiçfir,W.(MN + rTP + PQ) PMfir,pl'.ft|Q, 



PROPOSITION XV. 

Tout secteur sphérîque a pour mesure la zone 
qui lui sert de base multipliée par le tiers du 
rajroTiy et la sphère entière à pour mesure sa 
sur/ace multipliée par le tiers du rayon. , \ 

Soit ABC le secteur circulaire qui, par sa réro- Se* 169. 
lution autour de AG, décrit le secteur sphérique ; la ' 

zone décrite par AB étant ADXcirc. AC ou air . AG. 
AD*, je dis que le secteur spbérique aura pour pne» * >>• 
suire cette zone multipliée par |AC , ou }tr . AG • AD. 

En effet, lo supposons, s^ est possible, que cette 

■ a 

quantité f 17 . AG . AD soit la mesure d^un secteur 
sphàrique plus grand, par exemple , du secteur spbé- 
rique décrit par le secteur circulaire ECF semblable 
àACB. 

Inscrirez dans l'arc EF la portion de poljgwe 
^régulier EMNF dont les câtés ne rencontrent pas 
Tare AB, imaginez ensuite que le secteur polygonal 
ENFG totniie autour de EG en même temps que le' 
secteur ch-culaire ECF. Soit Gl le rayon du cercle 
inscrit dans le polygone, et soit abaissée F6 perpen- 
diculaire sur EG. Le solide décrit par le secteur 

polygonal aura pour mesure -tt. GI. EG* : or GI *i4« 
est plus grand que AG par construction , et EG est 
plus grand que AD : car , joignant AB y EF, les triait* 
gles EF6, ABD, qui sont semblables, donnent la 
proportion EG : AD :: FG : BD ;: GF : GB j donc EG 
>AP. _ 

Vvt o^le double iww |^« Cl! SG est ptm 
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grand que |ir. CA. AD : la première expression est 
là mesure du solide décrit par lé isecteur polygonal, 
la seconde est par hypothèse celle du secteur spl^ié- 
rique décrit par le seotéiH^ taoridaire ECF ; donc le 
solide décrit par le secteur polygonal serait plus 
grapd que If^ secteur sphérique décrit par le i^ectaur 
drculaûpe. Qr^ ^u contraire, le solide dont il s'agit 
est moindre que le secteur sphérique, puisqu'il y est 
contenu ; donc l'hypothèse d'où on est parti ne sau- 

* rait subsister; donc i*> la zone ou base d'un secteur 
spbéiâque multipUée p«r le tiers du rayon ne peut me^ 

^ sorex^ un ««eteur ^iphérique plus griuid. 

Je dî» 12^ que le mêtae produit aé peut maxter nm 
secteur sph^qoe plus fietit* G»r, aei^GEFlesecteur 
ciroul^uw qui par s^ réyolution prodoit le secteur 
S]il!i4fique donné, et supiposons, s'il est possible > que 

f'S.GS. EGr soi* la mesuie d'en seoteur sphàiique 
plus p«Cf», par exMiple, d» celui qui ptovîent €ki 
se<^eur cfecmlabé AGB. 

La construction précédente restant la même, le 
soHde décrit par le secteur polygonal aura tendeurs 

pour mesure -ir. Cl. EG. Mais CI est moindre que 

CE ^ lione le selide est mpindre queii ir. CE. £G, qm ^ 
pat. hyp^tbefie^ est k mesure dxt secteur ^^hérique 
décrit par le sectew circulaire ACB« Don<î^ le ^ide 
détipifr p£ff le jSftc^ur polygonal. serait moii^re ^e le. 
secteur spharique décrit par ACB. Or, au contraii:e, 
le solide dont il s'agît est pluA grand que le secteur 
sphérique , puisque celui-ci est contenu dans Tautre. 
Donc 2^ il est impossible que la zone d'up secteur 
sphériqi^e multipliée par le tiers du rayon soit la 
mesure d'un secteur sphérique plus petit. 

Donc tout secteur sphérique a pour mesure la zone 
qui lui sert dé basé mult^lîÀB par le ti^^da n^bn. 
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TTn secteur circulaire ACB peut augmenter jus- 
qu'à devenir égal au demi-cercle; alors le secteur 
sphérîque décrit par sa révolution est la sphère en- 
tière. Donc la solidité de la sphère est égale a sa sur- 
Jace multipliée pn^r le tiers de son rayon. 

Corollaire. Les surfaces des sphères étant comme 
les quarrés de leurs rayons , ces surface^ multipliées 
par les rayons sont comme les cubes des rayçns. 
Donc les solidités des deux sphères sont compte les 
cubes de leurs rayons y ou cnmme les cubes de leur^ 
diamètres. 

Scholie, Soit R le rayon d'une sphère , sa sur- 
face sera 4 ''^ R% et sa solidité 4 ^ R' X j R, ou j ic R' . 
Si on appelle D le diamètre, on aura R^-^D^ et 
R'zizj^D'j donc la solidité s'exprimera aussi par 
i1çXiD^ou}1^D^ 

PROPOSITION XVI. 

TRioRÊUB. 

La surface de la sphère est à la surface totale 
du (^lindre circonscrit (en y comprenant se^ 
bases) comme 2 esta 3. Les solidités de ces deux 
corps sont entre elles dans le même rapport. 

Soit MPNQ le grand cercle de la sphère , ABGD fig. a7<w 
le quarré circonscrit; si on fait tourner à ta fois le 
demi-cercle PMQ et le demi-quarré PADQ autour 
du diamètre PQ, le demi-cercle décrira la sphère , 
et le demi-quarré décrira le cylindre circonscrit â 
la sphère. 

La hauteur AD de ce cylindre est égale au dia^- 
metre PQ, la base du cylindre est égale au grand 
cercle, puisqu'elle a pour diamètre AB égale à MN; 
donc la surface convexe du cylindre* est égale à la «4. 
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drconfiii^iice du grand cercle multipliée par son 

diamètre. Cette mesure est la même que celle de 

*to. la sur&ce de la sphère* : d'où il suit que la sw" 

face de la sphère est égede a la surface convexe 

du cylindre circonscrit. 

Mais la surface de la sphère est égale à quatre grands 
cercles; donc la surface convexe du cylindre circon- 
scrit est ^ale aussi à quatre grands cercles : si on y 
joint les deux bases qui valent deux grands cercles, 
la surface totale du cylindre circonscrit sera égale 
à six grands cercles; donc la surface de la sphère 
est à la surfiice totale du cylindre circonscrit comme 
4 est à 6 , ou comme 2 est à 3. C'est le premier point 
qu'il s'agissait de démontrer. 

En second lieu , puisque la base du cylindre cir- 
conscrit est égale à un grand cercle et sa hauteur au 
dîamefi^, la solidité du cylindre sera égale au grand 
* I. cercle multiplié par le diamètre *• Mais la solidité de 
la sphère est égale à quatre grands cercles multipliés 
«tS. P^r le tiers du rayon*, ce qui revient à un grand 
cercle multiplié par -f du rayon , ou f du diamètre; 
donc la sphère est au cylindre circonscrit comme 
a est à 3 1 et par conséquent les solidités de ces 
deux corps sont entre elles comme leurs surfaces. 

SchoUe. Si on imagine un polyèdre dont toutes les 
faces touchent la sphère, ce polyèdre pourra être 
considéré comme composé de pp^amides qui ont 
toutes pour sommet le centre de la sphère, et dont 
les bases sont les différentes faces du polyèdre. Or 
il est clair que toutes ces pyramides auront pour 
hauteur commune le rayon de la sphère, de sorte 
que chaque pyramide sera égale à la face du po- 
lyèdre qui lui sert de base , multipliée par le tiers 
du rayon : donc le polyèdre entier sera ^al à sa 
surface multipliée par le tieris du rayon de la sphefç 
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On voit par là qtie les sdiditës des polyéâres cii> 
eonscrits à la sphère sont entre elles comme les 
surfaces de ces mêmes polyèdres. Ainsi» la pro- 
priété que nous ayons démontrée pour le cyUndre 
circonscrit est conunune à une infinité d'autres 
corps. 

On aurait pu remarquer également que les sur» 
faces des polygones circonscrits au cercle sont entre 
elles comme leurs contours. 

PROPOSITION XVII. 

PEOBLÂKB. 

Le segment circulaire BMD étant supposé if* sys* 
faire une révolution autour d*un diamètre ex-' 
térieuràce segment^ trouver la valeur du solide 
engendré. 

Abaissez sur Taxe les perpendiculaires BE, DF; 
du centre C menez CI perpendiculaire sur la corde 
BD, et tirez les rayons CB, CD. 

Le solide décrit par le sectetxr BGA s= | ir • Gfil 
AE*; le solide décrit par 4e secteur DCA = f «. 'iS. 

GB.AF; donc la différence de ces deux solides^ pu le 
solide décrit par le secteur DCB = ~ ic. CB.'( AF — 
AE) = I TC. ci'. EF. Mais le solide d^t par le trian- 
gle isoscde DCB a pour mesure |ic. cT'eF*} donc '«i. 
le solide décrit par le s^[ment BMD =:f ir. EF. 

(CB — CI j. Or dans le triangle recUngle CBI, 
on a CB*— 01 = 51 = ^ BD*; donc le solide décrie 
par le segment BMD aura pour mesure f ic . EF. | BD*, 
ouiîc.BD.EF. 
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Schake. Le soUde décrit par le segment BMD est à 
h sphéiift ({ui â pour diamètre BD, coiniiie | iç« liÛDÎ 

ËF fest à vi ^. BD Tou : : EF : BD. 

PROPOSITION XVIII. 

THBOJaiME. 

Tout segment de sphère ^ compris entre deux 
plans parallèle y a pour mesure la demUsomme 
de ses hases multipliée par sa hauteur^ plus la 
solidité de la sphère dont cette même hauteur 
est le diamètre. 

^*^^* Soient BÉ, lÎF, les rayons des bases du segment, 
EF sa hauteur, de sorte que le segment soit produit 
par la révolution de l'espace circulaire BMDFE 
autour de Taxe FE. Le solide décrit par le seg- 

* '7- HÎ^t BMD * Œf w . Bd! EF, le tronc de cône décrit 

*6. parlé trapèze BDFE*=|iî.ÈF.(bÊ+6f+BK DF); 
donc le segment de sphère qui est la somme de ces 

deuxsolides=f ic. EF.(a BË+ a M'+â BE. BF+BÏ)). 
MUs, en menant BD parallèle à EF , on aura DO =r 

,^ 5 DF~ BE , D0=DF— a DF. BE + BE% et par consé- 
quent BD= §5+ DÔ=p^+DF— 2 DF X BE+1^! 

. Mettant cette valeur à la place de BD dans l'exprès^ 
9ion du segment , et effaçant ce qui se détruit ^ on 
aura pour la solidité du segment^ 

^ir.EF.(3lBV3DFVEF), 
expression qui se décompose en deiix parties.; Tune 

iff>EF,(3BEV3DF), ou EF > ( ^'»g+"^'^^j 
est la demi«'Somme des bases multipliée par la hauteu 
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Tautre ^w . EF représente la sphère dont EF est Je *^ 

diamètre * : donc tout segment de sphère, etc. *i5.teli. 

Corollaire. Si Tune des bases est nulle, le segment 
dont il s'agit devient un segment sphërique à une 
seule base ; donc tout segment sphérique à une base 
équi{^aut à la moitié du cylindre de même base et de 
même hauteur^ plus la sphère dont cette hauteur est 
le diamètre» 

Scholie général. 

Soit R le rayon dé la base d'un cylindre, H sa 
hauteur ; la solidité du cylindre sera tt R» X H , ou 
wR^H. 

Soit R le rayon de la base d'un cône, H sa hauteur* 
ia solidité du cône sera w R* . f H , ou jir R'H. 

Soient A et B les rayons des bases d'un cône tron« 
que , H sa hauteur ; la solidité du ironc de cône sera 
iiuH(A'+B*+AB). 

Soit R le rayon d'une sphère \ sa solidité sera 

Soit R le rayon d'un secteur sphérique, H a 
hauteur de la zone qui lui sert de base ; la solidité du 
secteur sera l ic R* H. 

Soient P et Q les deux bases d'un segment sphé- 
rique , H sa hauteur , la solidité de ce segment sera 



(i±S).H+iH.. 



Si le sèment sphérique n'a qu'une base P, l'autre 
étant nulle, sa solidité sera 7PH + i^i? H\ 
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NOTES 

SUR LES ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE, 

NOTE L 
Sur quelques noms et définitions. 

KJif a introduit dans cet ouvrage quelques expressioili et 
définitions nouvelles qui tendent à donner au langage géo- 
métrique plus d'exactitude et de précision, lïons allons 
rendre compte de ces changements , et en proposer quel- 
cpies autres qui pourraient remplir plus complètement les 
mêmes vues. 

Dans la définition ordinaire du parallélogramme re&- 
tangie et du quarré, on dit que les angles de ces figures sont 
droits ; il serait plus exact de dire que leurs angles sont 
égaux. Car, supposer que les quatre angles d'un quadril»- 
tere peuvent être droits, et même que les angles droits 
sont égaux entre eux , s'est supposer des propositions qui 
ont besoin d'être démontrées. On éviterait cet inconvé«- 
nicnt et plusieurs autres du même genre, %i^ au lieu de 
j^acer les définitions , suivant Tnsage , à la tête d'un livre, 
on les distribuait dans le courant du livre , chacune i la 
place où ce qu'elle suppose est déjà démontré. 

Le mot inclinaison doit être entendu dans le même sens 
que celui d'angle ; l'un et l'autre indiquent la manière 
d'être de deux lignes ou de deux plans qui se rencontrent , 
ou qui , prolongés , se rencontreraient. L'incUnaison de 
deux lignes est nulle lorsque l'angle est nul , c'est-à-dire 
lorsque les ligues sont parallèles ou coïncidentes. L'incli- 
naison est la plus grande lorsque l'angle est le plus grand, 
ou lorsque les deux lignes font entre elles un angle très- 
obtus. liS qualité de pencher est prise dans un sens dilfé- 
rent; une M^epencfie d'autant plus sur une autre qu'elle 
s'écarte plus de la perpendiculaire à ceUe^ct* 

Douz. éd. i8 
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Euplide et d*autres auteurs appellent asses souvent trian^ 
gies égaux des triai^les qui n« «on^ égaux qu'en surface , 
et solides égaux des solides qui ne sont égaux qu*en solidité. 
H BOUS a p^iru plus convenable d'appeler ces triangles ou 
ces solides triangles ou solides équivalents, et de réserver la 
iUnoqiînaUAn de triangles égjaux^ solides égaux g, à ceux qui 
peuvent coïncider par la superposition. 

Il est de plus nécessaire de distinguer dans les solides et 
les surfaces courbes deux sortes d'égalité qui sont diffé- 
rentes. £a.e£fet9 deux solides, deux angles solides, deux 
triangles ou polygones spbériques , peuvent être égaux 
.^ans toutes leurs parties constituantes , sans néanmoios 
coïncider par la superposition. Il ne parait pas que cette 
observation ait été faite dans les livres d'éléments; et ce- 
pendant , faute d'y avoir égard , certaines démonstrations 
fondées sur la coïncidence des figures ne sont pas exactes. 
Telles sont les démonstrations par lesquelles plusieurs au- 
teurs prétendent prouver l'égalité des triangles spbéri- 
ques dans les mêmes cas et de la même manière que celle 
des triangles rectilignes : on en voit surtout un exemple 
frappant , lorsque Robert Simson (i) , attaquant la démons* 
tration de la prop. xxvm, liv. i^i, d'EucIide, tombe lui- 
même dans l'inconvénient de fonder sa démonstration sur 
une coïncidence qui n'existe pas. Nous avons donc cru de- 
voir donner un nom particulier à cette égalité qui n'en- 
traine pas la coïncidence ; nous l'avons appelée ^^a/iïe/7ar 
sjmmétne^ et les figures qui sont dans ce cas , nous les ap- 
pelons figures sjmmétriques, 

- Ainsi les dénominations de figures égales , figures sjrmmé- 
triques, figures équivalentes ^ se rapportent à des choses 
différentes, et ne doivent pas être confcHidues en une seule 
dénomination. 

Dans les propositions qui concernent les polygones , les 
angles solides et les polyèdres , nous avons exclus fornlel- 
lement ceux qui auraient des angles rentrants. Car, outre 
qu'il convient de se borner dans les éléments aux figures les 

. , (t).Toyes Toavrag? de cet a«t««r| intitula s £u€hdi$EktMntarufn 
Ubriscx, ctc, Glasgom^ i?^^* . 
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plus simples, si cette exclusion VaTait pas Heu, certaines 
propositions ou ne seraient pas vraies, ou auraient besoin 
de modification. Nous nous sommes donc i^dtdts à la con- 
sidération des lignes et des surfaces que nous appelons con- 
vexes^ et qui sont telles qu'une ligne droite ne peut les 
couper en plus de deux points. 

Nous avons employé assez fréquemment l'expression 
produit de deux ou d'un plus grand nombre de lignes; par 
où nous entendons le produit des nombres qui repré- 
sentent ces lignée , en les évaluant d'après une unité linéaire 
prise à volonté. Le sens de ce mot étant ainsi fixé , il n'y a 
aucune difficulté à en faire usage. On eptendrait de même 
ce que signifie le produit d'une surface par une ligne , d'une 
surface par un solide , etc. : il suffit d'avoir établi une fois 
pour toutes que ces produits sont ou doivent être consi- 
dérés comme des produits de nombres , chacun de l'espèce 
qui lui convient. Ainsi le produit d'une surface par un solide 
n'est autre chose que le produit d'un nombre d'unités su- 
perficielles par un nombre d'unités solides. 

Souvent, dans le discours , on se sert du mot an^e pour 
désigner le point situé à son sommet : cette expression est 
vicieuse. Il serait plus clair et plus exact de désigner par un 
noih particulier, tel que celui de sommetè, les points situés 
aux sommets des angles d'un polygone et d'un polyèdre. 
C'est ainsi qu'on doit entendre la dénomination de sommets 
d'un polygone et d'un polyèdre dont nous avons fait usage. 

Nous avons suivi la définition ordinaire At% figures recti- 
lignes semblables; mais nous observerons qu'elle contient 
trois conditions superflues. Car, pour construire un poly- 
gone dont le nombre des côtés est n , il faut d'abord con- 
naître un côté, et ensuite avoir la position des sommets des 
angles situés hors de ce côté. Or , le nombre de ces angles 
est 72— a , et la position de chaque sommet exige deux don- 
nées ; d'où il suit que le nombre total des données néces- 
saires pour construire un polygone de n côtés es^ ï -faw — 4 9 
ou a/i — 8. Mais dans le polygone semblable il y a un côté 
à volonté ; ainsi le nombre de conditions pour qu'un poly- 
gone soit semblable à un polygone donné , est 2/2 — 4« Or la 
défiiiition ordinaire exige, i** que les angles soient égaux 

18, 



diAcun à chacun, ce qui {altn conditioas $ 9l^ que les e&tés 
liomologocs soient/proportionnels, ce quifait^Ji— z condi- 
tiona< U y a donc en tout a/i— i conditions , ce qui fait trois 
de trop. Pour obvier à cet inconTénient , on pourrait dé' 
composer la définition en deux autres , de cette manière : 

1** Deux triangles sont semblables , lorsqu'ils ont deux 
an^s égaux chacun à chacun. 

a® Deux polygones sont semblables lorsqu'on peul former 
dans Vun et dans Vautre un même nombre de triâtes sem- 
blables chacun à chacun et semblablement disposes. 

Maïs , pour que cette dernière définition ne contienne 
pas elle-même de conditions superflues , il faut que le 
nombre des triangles soit égal au nombre des c6tés du po- 
lygone moins deux ; ce qui peut avoir lieu de deux manières. 
On peut mener de deux angles homologues des diagonales 
aux angles opposés , alors tous les triangles formés dans 
chaque polygone auront un sommet commun , et leur somme 
sera égale au polygone ; ou bien , on peut supposer que tous 
les triangles formés dans un polygone ont pour base corn* 
mune un c6té du polygone , et pour sommets ceux des dif- 
férents angles opposés à eette base. Dans l'un ou l'autre cas 
le nombre des triangles formés de part et d'autre étant 
/i— a^ les conditions de leur similitude seront au nombre 
de a/z — 4 ; et la définition ne contiendra rien.de superflu. 
Cette nouYelle définition étant posée, l'ancienne deriendra 
un tliéoréme qu'on pourra démontrer immédiatement. 

Si la définition des figures rectilignes semblables est im- 
parfaite dans les liyres d'éléments , celle des solides polyè- 
dres semblables l'est encore bien davantage. Dans Eudide, 
cette définition dépend d'un théorème non démontré ; dans 
d'autres auteurs elle a rUiconyénient d'être fort riedon- 
dante. Nous avons donc rejeté ces définitions des solides 
semblables , et nous leur en avons substitué une fondée sur 
les principes que noas venons d'exposer. Mais , comme il y 
a beaucoup d'autres observations à faire à ce sujet, nous y 
reviendrons ^lans une note particulière. 

La définition de \9l perpendiculaire à un planrpent être 
regardée comme un théorème; celle de V inclinaison de deux 
plans a besoin aussi d'être justifiée par un raisonnement^ 



plusieurs mitres sont dans le même cas. C'est pourquoi, en 
conservant ces définitions suivant Tandcn usage , nous 
avons en soin de renvoyer aux propositions où elles sont 
démontrées ; quelquefois nous nous sommes contentés d*y 
ajouter un éclaircissement succincte 

Uartgle formé par la rencontre de rieax plans, et Vangte 
solide ioTTsxé par la rencontre de plusieurs plans en un même 
point) sont des grandeurs, chacune de son espèce, aux- 
quefies il serait peut-être bon de donner des noms particu- 
liers. Sans cela il est difficile d'éviter Tobsctirîté et les cir- 
conlocutions lorsqu'on parle de Tarrangement des plans qui 
composent la surface d'un polyèdre. Et comme la théorie 
de ces solides a été peu cultivée jusqu'à présent, il y a moins 
d'inconvénient à y introduire des expressions nouvelles, 
si elles sont réclamées par la nature des choses. 

Je proposerais d'appeler coin l'angle formé par deux 
plans; Varéite on/aùe du coin serait l'intersection commune 
des deux plans. Le coin se désignerait par quatre lettres 
dont les deux moyennes répondraient à Taréte. Alors un coin 
iiroit sersàt l'angle formé par deux plans perpendiculaires 
entre eux. Quatre coins droits rempliraient tout l'espace 
angulaire solide autour d'une ligne donnée. Cette nouvelle 
dénomination n'empêcherait pas que le coin n'eut toujours 
pour mesure Fangle formé par les deux perpendiculaires 
menées dans chacun des plans à un même point de l'arête 
ou interjection commune. 

NOTE IL 

Sur la défnonstration de la proposition XIX j 
liv. /, et de quelques autres propositions 
fèndamentales de la géométrie, 

La démonstration que nous donnons dans le texte de la 
proposition XlX , est peut-^tre la plus simple et la plus 
directe qu'on puisse trouver dans le genre purement élé- 
mentaire ; nous, espérons qu'elle sera accueillie par les ama- 
teurs de l'exactitude géométrique et qu'elle fera enfin ^is- 
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paraître de* élàncns rimperfecrion à laquelle la tli4on€ 

des parallèles a été sujette jusqu'à présent- 

Nous^ saisirons cette occasion de faire quelques nouvelles 
remarques sur la démonstration que nous. avions donnée de 
la même proposition , dans la 3^"»*' édition de cet ouvrage , pu- 
bliée en i&oo, eldanslcs éditions suivantes jusqu'à la 8^"»« in- 
clusivement; il est nécessaire pour cela de rappeler en peu de 
mots le principe sur lequel cette démonstration était fondée. 

l^pus avons prouvé d'abord d'une manière rigourease 
que la somme des angles, d'un triangle ne peut être plus 
grande que deux angles droits , proposition qui sépare, tout 
d'un coup par une différence essentielle, les triangles rec- 
tîlignes des triangles spbériques. Cette première partie étant 
établie 9 il restait à prouver que la somme des angles ne 
peut être plus petite que deux angles droits; or, comme 
l'excès des trois angles sur deux angles droits , qui a lieu dans 
les triangles sphérjqueSy'^st proportionnel à l'aire du tri- 
angle; demême le déficity s'il yen avait un dans les triangles 
rectilignesy serait proportionnel à l'aire du triangle. Dès- 
lors il est aisé devoir que si on réussit à construire, d'apr^ 
un triapgle donné , un autre triangle dans lequel le trian- . 
gle donné soit cçntenu nu moins m fois , le déficit de ce nou- 
veau triangle égalera au moins m fois le déficit du trian- 
gle donné, de sorte que la somme des angles du grand 
triangle diminuera progressivement à mesuré que m aug- 
mente, jusqu'à devenir nulle ou négative. Résultat absurde 
et qui prouve que la somme des angles d'un triangle ne 
peut-être moindre que deux angles droits. 

Prenant pour guide ce principe de démonstration qui est 
infaillible , nous avons fait voir que toute la difficulté se 
réduisait à construire un triangle qui contînt au moins dettx 
fois le triangle^ donné ; mais la. solution que nous avons don- 
née de ce problême , en apparence très simple, suppose que 
par un point donné dans un angle moindre que deux tiers 
d'angle droit, on peut toujours faire passer une ligne droite 
qui rencontre à-la-fois les deux côtés de l'angle. 

Nous avions ainsi beaucoup approché de notre but, mais 
nous ne l'avions pas atteint entièrement , puisque notre dé- 
monstration dépendait d'un posiulaturn qui à toute force 



poavfrit être nié. (i) C'est cette considération qni nous û, 
fait revenir, dans la 9^"^^ édition, à la simple marche d'Euclidef 
en renToyant aux notes pour la démonstration rigoureuse* 

En examinant lés choses avec plus d'attention nous s(hn-' 
ihes resté conyaincu que pour démontrer complètement* 
notre postulatum il fallait déduire de la définition de la' 
ligne droite une propriété caractéristique de cette ligne ijuî* 
exclût toute ressemblance avec >a forme d*nne hyperbole 
comprise entre ses deux asymptotes. Voici quel est à cet' 
égard le résultat de nos recherches. 

Soit BAC un angle donné, et M un point donné au dedans *g« ^74^ 
de cet angle; divisez V angle BAC en deux également par ta 
droite AD, et du point M menez MP perpendiculaire surADz 
je dis que la droite MP prolongée dans un sens et tlans Vautre^ 
rencontrera nécessairement les deux côtés de l'angle BAC 

Car si elle rencontre un des côtés de cet angle , elle ren- 
contrera l'autre, tout étant égal des deux côtés à partir du 
point F; si elle ne rencontrait pas un côté, elle ne rencon- 
treraitpas l'autre par la même raison; ainsi, dans ce dernier 
cas elle devrait être renfermée tout entière dans l'espace 
compris entre les côtés de l'angle BAC; or, il répugne à. la 
nature de la ligne droite qu'une telle ligne , indéfiniment' 
prolongée , puisse être renfermée dans un angle. 

En effet, toute ligne droite AB tracée sur un plan , et in-' ^fi|z3k 
défini ment prolongée dans les deux sens , divise ce plan en 
deux parties qui étant superposées coïncident dans toute- 
leur étendue et sont parfaitement égales. La partie AMB du 
plan total, située dun côté de AB, est égale en tout à la 
partie AM'B située de l'autre côté; car si Ton prend un point 

(i) Ob voit dans un artide du P^osophhàlmageuku d« mars 1 9%%^" 
qu'un savant géomètre a essayé de perfectiomMaroefte démonaira**' 
tkm et de la rendre indépendante de tout pfiatnhmm t tuiâ k con- 
stnictHm employée pour démimtrer la steoade putie ^êtmmtB k) 
nMiier d'un point d(»mé diffi^entes droites à tous les sonmet» 
d'une ligne qu'on doit considérer comme polygonale « pour raispn**]^ 
uer dans l'hypothèse de celui qui nie la proposition : or la convexité 
de cette Ugne, si elle avait lieu , ne permettrait pas de continuer"^ 
iîidéfiniment la construction de l'auteur, comme. il le faudrait |)0Ur 
l'exactitude de sa démoi^strationv ' ^ 'V ^ ' - ii 
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fixe C snr la droite AB ^ tout autre point M de la partie . 
AMB sera déterminé par la distance CM et Fangle ACM; 
prenant donc de Tautre côté un angle ACM' =r A.CM ^ et une 
distance CM'=CM, il est évident que les points M et M' 
auront la n^me situation dans les deux parties du plan , et 
^e ces deux parties étant superposées, les points M et M' 
ae confondront en un seul. 

Supposons maintenant ^ s'il est possible , qu'une ligne 
droite indéfinie XY sojt renfermée tout entière dans uu 
espace angulaire quelconque , par exemple, dans l'angle 
BCM9 elle ne pourra que diviser en deux parties égaies ou 
inhales là partie du plan comprise dans l'angle BCM; cette 
partie a sa correspondante BCM' située de l'antre c6té de BCf 
mais comme outre ces deux parties égales du plan, il y en a 
deux autres renfermées dans les angles égaux ACM, ACM', 
on voit que l'espace angulaire BCM n'est pas la moitié de 
tout le plan ; donc la ligne droite XY qu'on suppose parla* 
ger en deux portions l'espace BCM, ne pourra partager qu'en 
deux parues inégales la totalité du plan, ce qui est con- 
traire à la nature de la ligne droite. 

Par ce principe très simple , non seulement Itpostulatum 
qui empêchait notre démonstration d'être rigoureuse, se 
trouve démontré, mais on peut aussi démontrer immédiate- 
_ . ment le postulatum d'£uclide. Ceposlulatum se réduit aisé- 
%«^7^ ment, comme on sait , au cas où l'une des droites AC étant 
perpendiculaire k AB, l'autre droite BD fait avec AB un angle 
ABD moindre qu'un droit, il s'agit donc de prouver que 
dans ce cas BD prolongée doit rencontrer AC. 

£n effet , cela n'était pas , en prolongeant AC vers C; et 
frisant l'angle ABD'==ABD , la droite CC serait comprise 
t(Nit entière dans l'atii^e DBD' moindre que deux droits i 
ce qui est impossible. 

Nous laksons aux géomètres à décider si celte démona-r 
tration ne mériterait pas d'être admise dans les démens , de 
pr^érence à toute autre, pour rétablir la marche d'Ëuclide 
devenue entièrement rigoureuse par la suppression de son 
postulatum. 

, Nous nous proposons maintenant de faire voir qu'on 
peot employer Tanaljse avec beaucoup d'avantage , pour 
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démoDirtr rigoaremement la proposition XIX ei les aatret 
propoBÎdons fondamentales de la géométrie. C*est ce que 
nous allons développer avec tout le détail nécessaire, en 
commençant par le théorème sur la somme des trois angles 
an triangle. • 

On démontre immédiatement par la superposition , et 
•ans aucune proposition préliminaire que deux triangles 
sont égaux, lorsqu'ils ont un côté égal adjacent à deuœ 
angles égaux chacun à cÂacun, Appelons p le côté dont il 
a^git, A et B les deux angles adjacents, C le troisième 
angle. U faut donc que l'angle C soit entièrement déter- 
miné, lorsqu'on connaît les angles A et B, ayec le cbiép ; 
car, si plusieurs angles C pouvaient correspondre aux trois 
données A, B,/? ^ il y aurait autant de triangles dif(érents 
qui auraient un cété égal adjacent à deux angles égaux , ce 
qui est impossible: donc l'angle C doit être une fonction 
déterminée des trois quantités A, B,/?; ce que j'exprime 
ainsi, C^zxtf : ( A, B ,/? ,). 

Soit l'angle droit égal à l'unité, alors les angles A, B, C, 
seront des nombres compris entre o et a ; et puisque C= 
9 : (A, B,/?) 4 je dis que la ligne /? ne doit point entrer dans 
la fonction f » En effet , on a vu que C doit être entièrement 
déterminé parles seules données A, B ,/?» sans autre angle 
ni ligne quelconque > mais la ligne p est hétérogène avec les 
nombres A , B , C ; et si on avait une équation quelconque 
entre A, B, C,/»^ on en pourrait tirer la valeur de/? en 
A , B , C ; d'où il résulterait que/? est égal à uii nombre , ce 
qui est absurde : donc/? ne peut entrer dans la fonction f , 
et on a simplement C=9 : (A, B)....(i) 

(x) On a objecté contre cette démonstration qua, si elle était 
appliquée, mot poar mot, aux triangles spfaériqnes, il en résulte- 
rait que deux angles connus suffisent pour déterminer le troi- 
sième, ce qui n'a pas lieu dans ces sortes de triangles. I^ réponse 
est qae^ dans les triangles sphérîques, il y a un élément de plus que 
dans les triangles plans , et cet élément est le rayon de la spbere 
dont on ne doit pas faire abstraction. Soit donc r la rayon , alors 
anliend'avoirCsf (A,B,/r),onauraG=:f (A,By>9,r}, ou 

seulement C=rr A, B,fV en vertu de la loi des homogènes. 
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' Cette {brmule pronve d^a que , s! éetoL angles ë^mi^ 
trtaiigle sont égaux à deux angle» d'un autre triangle ^ le 
troisième doit être égal au troisième ; et , cela pâsé , il est 
facile de paryenir au théorème que nous arons en vue. 

■«• '09- Soit d'abord ABC uir triangle rectangle en A; an point 
A abaissez AD perpendiculaire sur Fhypoténuse. Les angles 
B et D du triangle ABD sont égaux aux angles B et A du 
triangle BAC; donc, suivant ce qu'on vient de démontrer, 
le troisième BAD est égal au troisième C. Par la méafce 
raison l'angle DAC=:B, donc^ BAD+DAC, ou BAC 
=B + C : or l'angle BAC est droit ; donc les deux angles 
aigus d*un triangle rectangle, pris ensemble , valent un 
angle drou. 

fig. 111. Soit ensuite BAC un triangle quelconque et BC un c6té 
qui ne soit pas moindre que chacun des deux autres : si 
de l'angle opposé A on abaisse la perpendiculaire AD sur 
BC, cette perpendiculaire tombera au-dedans du triangle 
ABC, et le partagera en deux triangles rectangles BAD, 
DAC : or , ^ans le triangle rectangle BAD , les deux angles 
BAD, ABD, valent ensemble un angle droit ; dans le trian- 
gle rectangle DAC, les deux angles DAC, ACD, valent 
aussi un angle droit. Donc les quatre réunis, ou seulement 
les trois BAC,ABC,ACB, valent ensemble deux angles 
droits.; donc dans tçut triangle la semme des trois an^s 
est égale a deux angles droits. 
\ On voit par-là que ce théorème, considéré a priori^ ne 

dépend point d'un enchaînement de propositions , et qu'il 
se déduit immédiatement du principe de l'homogénéité 5 
principe qui doit avoir lieu dans toute relation entre des 
quantités quelconques. Mais poursuivons , et faisons voir 
qu'on peut tif«r 4e la même source les attOPes tliéoréuies 
fondamentaux de la géométrie. 

Conservons les mêmes dénominations que ci-dessus, et 
appelons de plus m le c6té opposé à l'angle A , et /i le côté 



Or^ puisse le rapport ^ est un nombre, ainsi qae A» B* C, lifl 
nVmpéche qaé^ ne se trouvé dans la fôBClMNl f » et alors cmT 
n'en peut plus conclure Gir^CA^B)., 



Opposé à Ta^gle B« La quantité m doit être emititoBfliit 
détenainée par les seules quantités A , B , /»; donc m est 

une fonction de A9 B,/?^ et — en est une aussi, de sorte 
qu'on peut âdM^=:4»:(A,B,/>). Mais jest un noBv- 
bre , ainsi que A et B ; donc la fonction ^ ne doit poînl 
contenir la ligne/?, et on a simplement —- = ij» : (A, B), 

oa mz=zp ^ : (A, B). On a donc semblablement Hz=p ^ : 
(B,A). 

Soit maintenant an autre triangle formé a^ec les mèmH 
Angles A, B, G, auxquels soient opposés les côtés m', nV/»'» 
respectivement. Puisque A et B ne changent pas , on aura 
dans ce nouveau triangle m^z=ip'^ ( A, B) , et n'zmp' ^ l 
(B , A). Bonc m:mf :: nln' \\p ip\ Donc, dam les trian- 
gles équiangles, les c6tés opposes aux an^s égaujô joni 
proportionnels. 

De cette proposition générale on déduit comme cas 
particulier celle que nous avons supposée dans le texte, 
pour la démonstration de la proposition XX* En effet t 
les triangles AFG , AML ont deux angles égaux , chacun à , 
chacun , savoir ,' l'angle A commun , et un angle droit. Donc 
CCS triangles sont équiangles ; donc on a la proportion 
AF : AL : : AG : AM , au moyen de laquelle la prop. XX est 
pleinement démontrée, i , * 

La proposition du quarré de l'hypoténuse est, comm^ 
OE^sut, une suite de celle des triangles équiangks* YoUè v 
donc trois propositions fondamiezitales de la géométrie^ ciU«^ 
des trois angles d^un triangle, œlle des triangles équkaglest 
et celle du qoarré de l'hypoténuse, qui se déduisent tris* 
simplement et très-immédiatement de la considération de* 
f(mctioas. On peut par la même voie démontrer trés<-fae- 
doctement les propositions oonoemaat H» figures sem*» • 
hlables et les aolides semblables. 

Soit ABÇD un polygone quelconque; ayant choisi lia< 
c6té AB ^ comme base , formez au^mt â» triangles ABC» : 
ABD, etc. sur eeUe base, q^'il y a d'angles €,&,£> ei«>- 
au«dehprs. Soit la base ABc=/7; sdie»t A et B les ideas - 
angles du trian|jte ABC «d|j|«ceiics auoM AB| eoîsat A' et. 
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B' les deax angles du triangle ASD adjacents an mèaia • 
côté AB, et ainsi de suite, La figure ABCDE sera entière-' 
ment déterminée , si on connaît le c6té p avec les angles 
A , B , A', B', A^, B", etc. , et le nombre des données sera 
en tout 2II-— 3 , A étant' le nombre des côtés du polygmie. 
Cela posé, un côté ou une ligne quelconque œ, menée 
comme on voudra dans le polygone, avec les seules don- 
nées qui constituent ce polygone , sera une fonction de 

ces données ; et comme ~ doit être iin nombre^ on poiura 

supposer -r =,}, : (A, B, A', B', etc.), ouar=r:/>4» : (A, B, 

A% B', etc.), et la fonction ^ ne contiendra point/?. Si,' 
avec les mômes angles A, B , A' B', etc. et un autre côlé' 
/?', on forme un second polygone , on aura pour la ligiie x', 
correspondante ou homologue à .r, la valeur a/ =/?'<]»: 
(A9 B, A', B', etc. ) î donc xix' ::p \p\ On peut définir 
les figures ainsi construites , figures semblables; donc dans " 
les figures semblables tes lignes homologues sont proportion' 
nelles. Ainsi , non-seulement les côtés homologues , les dia- 
gonales bomblogaes , mais les lignes termiinées de la même 
manière dans les deux figures , sont entre elles comme deux 
autres lignes Homologues quelconques. 

Appelons S la surface dn premier polygone , cette surface 

S 
est bomogene au quarré/>*; il faut donc que— 7 soit nn 

nombre qui ne contienne que les angles A , B , A', B', eic. , 
de sorte qu'on aura S r=:p* <p : ( A , B , A', B% ete. ). Par la 
\ raison*^ si S' est la surface du second polygone , on 
i S'=/>'» <p : ( A , B , ^', B', etc. ). Donc S : S' :: p^ :/'; 
donc les sutfaees des figures semblables soni entre elles * 
cùfHme les quarts des côtés homologues. 

Venons maintenant aux polyèdres. On peut supposer 
qu'une face est détreimnée au moyen d'un côté connu 77 et 
de plusieurs angles A , B , C , etc. Ensuite les sommets des 
angles solides, bors de cette base, seront déterminés ebacnn 
par le moyen de trois données, qu'on peut regarder comme * 
autant d'angles ; de sorte que la détermination entière da 
polyèdre dépend d'un côlé /» , et dé plusieurs angles A , B» 
C, etc. , dont le n4>odire' varie suivant la dàtitre du polyè- 
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• dire. Cela posé, «ne ligse. qui joint deux êommeU ^ ou , pliu 
' généfakment , toute ligne x menée d'une maniée détcr- 
:ninée dans le p<^èdre, ayec les seules données qui 

• constituent ce. solide , sera une fonction des doiMiées jp, 

A 9 B , G ^ etc. ; et comme - doit être un.nombre, la foac- 

^ tlon égale à - ne contiendra que les angles A , B , C , etc., 

, et on pourra supposer ^=77 f : ( A, B, G, etc.). La surface 
du solide est bomogene k p*\ ainsi, cette surface peut se 

■ représenter par/?* (|> : ( A , B , G^ etc. ) \ sa solidité est honro- 

. gei^e à /? % et peut se représ^iter par/»' n : ( A , B , G 9 etc. ), 
les fonctions désignées par (l» et n étant indépendante! 
de p. 

Supposons qu*6n construise un second solide avec les 
mêmes angles A, B, G , etc. , et un côté/?' différent de p : 
nous appellerons les solides ainsi construits solides sem- 
blables; et', cela posé, la ligne qui était/» f: (A, B, G, etc.), 

. ou simplement/» f dans un solide sera/»' 9 dans un autre ; 
la surface, qui était/»' ^ dans Tun^sera /t'* ^ dans Tautre, 
et enfin la solidité qui était /»' n dans Tun sera /»" Il 
dans l'antre. Donc , i^ dans les solides semblables les côtés 
ou lignes homologues sont proportionnels } %^ leurs surfaces 

<sont comme les quanvs tles côtés homologues; V* leurs 
solidités sont comine les cubes de ces mêmes côtés* 

'^ Les mêmes principes s'appliquent aisément au cercle. 

.Soit c la circonférence et s la surface du cercle dont le 
rayon est r; puisqu'il ne peut y ayoir deux cercles inégaux 

décrits du même rayon , les quantités - et 4 doiTcnt être 

des fonctions déterminées de r: mais , comme ces quantitét 
sont des nombres , elles ne doivent point contenir dans leur 

expression la ligne r; ainsi on aura -=«,et 4* =€) 

a et 6 étant des nombres constants. Soit <f la circonférence 
et y la surface d'un autre cercle dont le rayon est r; oa 

aura donc aussip-r=a, et^=e. Donc clef iirir^^ et 

/ : j* • : r* : r'* ; done les circonférences des cercles sont comfne 
Ses rayons y et leurs surfaces comme les qworés des rayon». 
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' Gonaidëi^ns un âectenr dont r soit le f àyon et A l'ange 
Ml eeiklre; ioit » Tare qui termine le $éctear , et^ la snrfate 
#e ee même secteur» Puisque le secteur est entièrement 
4éteyminé lorsqu'on connaît r cft A , il faisit que as tty 

soient des fonctions déterminéeaf de r et de A , donc ~ et ^ 

adnt aussi de pareilles fonctions. Mais - est nn nomiNrt, 

ainsi que '^; donc ces (piantités ne doivent point contenir 

r, et elles sont simplement fonctions de A ^ de sorte qu'on 

aura - =9 : A, et ^ r=:<|; : A. Soient aé t\ y* l'arc et la 

surface d*un antre secteur dont l'angle est A et le rayon r'î 
nous appeUei^ons ces' deux secteurs secteurs semblables; et 

puisque l'angle A est égal de part et d'antre y on ausm^ 

v' 
=:(p : A , e\.*Ti =+ : A. Donco: la?':: r.'/, et^i^ :: r' : r'*; 

donc les arcs semblables ou les arcs des secteurs semblables 
^orti proportionnels aux rayons , et les secteurs eux^n^mês 
sont proportionnels aux quarrés des rayons. 

n est clair qu'on prouverait , de la même manière , que 
ïés sphères sont comme les cubes de leurs rayons. 

On suppose , dans tout ce qui p)rëcede, que les surfaces ise 
mesurent par le produit de deux lignes , et les solidités par 
le produit de trois ; c'est ce qu'il est facile de dâDOKxntrer 
aussi par -voie d'analyse. Considérons un rectangle dont les. 
dimensions sont j9 et ^^ et sa surface qui est une fonetion 
de/» et q^ représentons-la parc: {p^q)- Si on considère * 
un autre rectangle dont les dimensions sontj9-f-/»' et ^, il 
est clair que cç rectangle est composé de deux autres , l'un 
qui a pour dimensions/? et q , l'autre qui a pour dimensions 
p' etq;âe sorte qu'on aura 

Soit/?'=:/?, onauraç(a/?, gr ) = 2 ç (/? , 5). Soit/»';= 
a/?, on aura<p(3/>, q)z=(f(p, q)+<f{^p, q) = 3^ 
{p,q). Soit/>';=3/?, on aura 9 (4/?, ?) = ?(/'*?)-+- 
f (S/»> <;f)r£ 4 f(/i, g)* Douera général, si feston nombre 
entier qoelc^mque, en aura 9 ( kp^ q)zsA 9 (/y, 9 ) o« 
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p ^P P 

telle fonction de j» y qu'elle ne cliange pas en mettant à la 
place de/7 un multiple quelconque hp. Donc cette fonction 
est indépendante dej9> et ne doit renfermer que 9. Mais 

par une raison semblable «^ doit être indépendante 

de Q ; donc ^ ^ - ne renferme ni i? ni 9^ et ainsi celte 

^ PI 

quantité doit se réduire à une constante «• Done on aiim 
«)(^jg)3=:a/>^; et comme rien n'empêche de prendre 
â =; I , on aura ç (/>, q) =/? ^ ; ainsi la surface d'un rec- 
tangle est égale au produit de ses deux dimensions. 

On démontrerait, d'une manière absolument semblable, 
que la solidité d*un parallélipipede rectangle dont les di- 
mensions sont^, <l^^9 est égale au produit/? ^ rde %e^ trois 
dimensions. 

I^ous observerons , au reste , que la considération des 
fonctions , qui fournit ainsi une démonstration très-simple 
des propositions fondamentales de la Géométrie, a déjà été 
employée ayec succès pour la démonstration des principes 
fondamentaux, de la Mécanique. Voyez les Mémoires de 
Tui-in , tome II. 

Enfin, quoique la théorie précédente soit établie sur les 
fondements les plus solides , nous ne devons pas dissimuler 
qu'elle a été attaquée par M. Leslie , célèbre professeur 
d'Edimbourg , dans ses élémcns de géométrie , a^™^ et V^^ 
éditions ; mais sans entrer dans aucun détail à ce sujet , il 
nous suffira de dire que les objections de M. Leslie ont été 
pleinement réfutées , d'abord par M. Playfair, son compa- 
triote , dans VEdimhurg Review Tome XX , et ensuite par M. 
Maurice, de T Académie des sciences de Paris-, dans la 
' Sibîiùthèque univerhlle de Genève, Octobre 1819. On peut 
voir aussi la discussion de ces mêmes objections, dans 
l'Édition Anglaise de nos élémens. donnée par M* David 
Bre Wfttex i ^Édimbour^ 182a. 
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NOTE IIL 

Sur rapproximation de la proposition Xf^l^ 
livreiv: 

Dès qu'on a trouvé un rayon excédant et un déficient qui 
s*accordent dans les premiers chiffres , on peut achever le 
calcul d'une manière très-prompte par le moyen d'une for- 
mule algébrique. 

Soit a le rayon déficient et h l'excédant , dont la diffé- 
rence est petite ; soient a' et hf les rayons suivants qui s'en 

tf. — — J 

Ce que l'on cherche , c'est le dernier terme de la suite a, d^ 
t^^ etc. , qui est en même temps celui de la suite h ,V, V^ 
etc. Appelons ce dernier terme Xy et soit ^=a(i4-Ci)); 
on pourra supposer a:=:a (i4-Pcii)-|-Q<d*+ etc. ) , P et Q 
étant des coefficients indéterminés. Or les valeurs de V et d 
donnent 

ô'=«(i+^w— ^to»+elo.); 
a'=:ii(i+-iiû»— 3V<û* + etc.). 
Et si on fait pareillement yz=ia* ( i +to') , on aura 
Cd'nz-O) — -^ù)*etc. 
Mais la valeur de x doit être la même , soit que la suite a^ 
. o', €p^ etc. commence par a ou par d; donc on aura 
fl(i+Piû-f-Qw»-f-etc.) = û'(i+Pw'+Qû)'*-f-ctc.). 
Substituant dans cette équation les valeurs de d et de vi 
en a et (d 9 et comparant les termes semblables , on en dé- 
duira P=i, et Q:=— «ry; donc 

Si les rayons a et ^ s'accordent dans la première moitié de 

leurs chiffres, on pourra rejeter le terme c»* 9 et la valeur 

b—a 
précédente se réduira à «= «( i -H-a))=:g4- ^ 

Ainsi, en faisant a-rz 1 , 1282657 , et fc=:i , ia86o63, on 
en déduira immédiatement x=: i , 1283792. 

Si les rayons a et 5 ne s'accordent que dans le premier 
tiers de leurs chiffres , il faudra prendre les trois termes de 
la formule précédente ; ainsi en faisant €i= i , ia65639 et 
hz=L\y i320x49i on trouvera ;r=:x, 1283791. 
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On pourrait supposer que a etb sont encore moins près 
l'un de l'autre; mais alors il faudrait calculer la valeur de 
ar avec un plus grand nombre de termes. 

L'approximation de la prop. XTV , qui est de Jacques 
Gregory, est susceptible de semblables abrégés. Nous ren<« 
voyons à l'ouvrage de cet auteur, intitulé : Fera circuli et 
hjrperboîœ quadratura , ouvrage d'un grand mérite pour le 
temps où il a paru. 

NOTE IV. 

Où Von démontre que le rapport de la circon^ 
férence au diamètre et son quari^éy sont des 
nombres irrationnels. 

Considérons la suite infinie 

a 1 a* 1 a} ' 

dont le terme général est - 



I.2.3.../I «.«4-1.2+2.... (z-f-H—l) 

et supposons que f :« en représente la somme.- Si on met 

2+ 1 à la place de « , ç : (s+i ) sera pareillement la somme 

de la suite 

a 1 a* 1 fl* 

%-\ h-- : 1 ::• ::+ etc. 

«+i a 2H-.I.Z+2 2.3 z + i.«+^.s+3 

Retranchons ces deux suites, terme à terme. Tune de VtLUXxtt 

et nous aurons 9:3-^9:(«+i} pour la somme du reste 

qui sera 

a a* 1 û* 

— 1_ "—, 1- ^. — ^+ etc. 

«.«-4-1 s.2+i«2+2 a z.«-4-i .24-2.a+3 

Mais ce reste peut être mis sous la forme 

a a \ a* 

et alors il se réduit à © : f^+aV Donc on aura 

z.z+i ^. 
généralement 

z . «~f~ I , 

Divisons cette équation par(p: (a+i), et, pour simpli- 
fier le résultat , soit 4» : s une nouvelle fonction de z^ telle 
; Douz. éd. 19 
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que ♦ t«=:f.'-i^ ; alors on potim mettre ^ 

» ; («+a)^ j^ jubstitution faite, on «ura 
♦ ••(« + ») 

lOûs en mettant successivement dans cette équation s + 1, 
» + a , etc. , à la place de a , il en résultera 

a 

Jjlfz+a^zr: :: r-r; etc. 

Donc la valeur de*^: z peut s'exprimer par la fraction 
continue : 

a 



«+i-f 



jB-f-a+ etc. 



Bécîproquement cette fraction continue , prolongée à l'in- 
- , « ? :(«+i) 
fini , a pour somme ^ : z^ ou son égale -. — ; et 

Z T * z 

cette somma 9 développée en suites ordinaires, est 

a a* 

t -t- — +i. h etc. 

a z+i g+i.z-i-a 

H-^+T- ' ^ . , 4-etc> 

Soit maintenant zsr|, la fraction continue deviendra 

a a 
4a 

5 + etc. 

dans laquelle les numérateurs , eieepté le preimer , sont 
tous égaux à 4 ^ 9 et les dénominateurs forment la suite 
dei nombres impairs i, 3, 5, 7, etc. La valeur de cette 
iinictiott conûûw peut âone aairi n'exi^timer par 
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,, 4«, »««' . 64«* 
a.3 g. 3. 4. 5 a. 3. .7 

lftttea(M£ttt se apportent èd«for*iok««Mtintes, etoà 
Mdt qu'a tepréientaM par e le nombre ûaat le Iogtrifhm« 
l9palMH«ae e<t 1 , l'expreaiioa pvéeédeate «e iMoit â 

e«V«^,^»v«' t^"' * '°"« T»'<"» «»* en gtoénd 

5 +etc. 
B(f Ut réraltent deux fonatiles principales selon qae a est 
positif on n^df. Soit d'abord 4 a = «', on aon 



:f . *• 



/4^ • ' + T + - 

5 + ete. 



Soit ensuite 40:=— «*, et en vertu de la formole connue 
^j^;::p— j^ =1/- 1. tang. ;r, on aura 

7— elCe 

CéQe-«i est la formule qui servira de base à notre démons* 
tration. Mais il faut , avant tout, démontrer les deux, 
lemmea suivants. 

Lxiaa L Soit une fraction continue prolongée à Pinfinii 

»" + elc. 
dans laquelle tous les nombres m, n» m', ]i\ etc« sont deê 
sntkrs jpositi/Ts ou n^gati/si n on suppose que lesj^tiom 

19* 
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composantes ^,—,-^, etc. soient toutes jplus petites que 
^ un' n' , 

VunUé ,je dis que la valeur totale de la fraction .continue 

sera nécessairement un nombre irrationnel» 

B^abord , je dis qfuc cette valeur- «cra plus petite que 

l'unité. En effet, sans diimnuerla généi^Uté de la fraction 

continue , on peut supposer tous les dénominateurs n, n% 

«", etc. positifs j or , si on prend un seul tenue delà suite 

proposée , on aura , par hypothèse, — < i- Si on prend les 

deux premiers , à cause de — y< 1 1 îl est clair que '^ -+"""7 

est plus grand que /i-^ i : mais m est plus petit que n; et, 

puisqu'ils sont l'un et l'autre des entiers , m sera aussi plus 

m' 
petit que n -\ — y. Donc la yaleur qui résulte des deu^ 

termes 

est pli^s petite que ruuîté. Calculons trois termes de la 

/ fraction continue proposée ; et d'abord , suivant ce qu'on 

inient de voir , la valeur de la partie 

m' 

— - m" 

sera plus petite que l'unité. Appelons cette valeur o, etil 

m 
est clair que — — sera encore plus petite que l'unité : donc 

la valeur qui résulte des trois termes 
m 
n H~^ /n" 

e&t plus petite que Tunité. Continuant le même raisoiiAe- 
ment, on verra que, quel que soit le nombre de termes 
qu'on calcule de la fraction continue proposée , la valeur 
qui en résulte est plus petite que l'unité ; donc la valeur 
totale de cette fraction prolongée à Finfini, est atisai pIuS 



petite ^e Punité. Elle ne pourrait être égale à Tunité que- 
dans le seul cas oii la fraction proposée serait de la fqnn^ 



m 



w'4-i- 



m" -f- 1 — etc« 
dan% tout autre cas «lie sera plus petite. 

Cela posé , si on nie que la valeur de la fraction continua 
proposée soit égale à un nombre irrationnel , supposons 
qu^elle est égale a un nombre rationnel , et soit ce nombre 

-r, B et A étant des entiers quelconques; on aura dono 

A~/i+^ m» 
Soient C , D ) £ , etc. à^ê indéterminées telles qu'oB ait ' 

'^ ■*" /i"'H-clc. 

/i" + etc. 
et ainai à l'infini. Ces différentes fractioni continiies ayant 
tous leurs termes plus pe^ts que Tunité , leurs valeurs ou 

B C D £ 

sommes -*,—,•-;,--, etc. seront plus petites que l'unité, 
A B C U 

suivant ce qui vient d'être dém&ntré , et ainsi on aura 

B<A, C<B, D<C, etc. ; d'où l'on voit que la suite A, 

B , C , D , £ , etc. est décroissante à l'infini. Mais l'enchaî- 

nemcnt des fraetions continues dont il s*agit donne 

-7=-^— r^î d'ourésult<î-C==:«|A — nB, 
A «+5 

-=- — D; d'où résulte D=: m' B — n'C, 
B n!+^ 

Dm" 

-=-r-r E; d'où résulte E = /w"C—«"D, 

etc. etc« 
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Et pnbqaê iH àeox premiers nomhr e$ X et B lont enti«rl 
par hypothèse , il s'ensuit que tons les antres G , D , 
E , etc. 9 qui jusqu'à ce moment étaient indéterminés , sont 
aussi àe$ nombres entiers. Or , il implique contra^ction 
qu'une suite infime A , B , G , D , £ , etcr %(M à-la-fois dé- 
croissante et oonpesée de nombres entiers ; car d'ailleurs 
aucun des nombres A, B, G, D , E, etc. ne peut être zéro, 
pdlsqve la fraction continue proposée s'étend à l'infini, et 

B G D 
«m'ainsi les sommes représentées par -r» 7^ ;;« ^^' dmrent 

ABC 

tOTDJours être quelque chose. Donc l'hypothèse , que la 

somme de la fraction continue proposée est égale à une 

B 
quantité rationnelle --• , ne saurait subsister ; donc cette 

A. 

somme est nécessairanent un nombre irrationnel. 

Lxinn II. Lés mêmes ehosetjétoM potées ^ si lesfiraeàmu 

m m' » m" 
composantes — , -j- — ^ , etc. sont â^vmt grandeur quelcon* 

que au commencement de ia suite; mais qu'après un certain 
înterpoile , elles soient constamment plus petites que Punàé; 
Je dis que la fraction continue proposée , en supposant tou- 
jours qu'elle s*étende à l'infini, aura une valeur irrattonne/le. 

m"' 
Car , si à compter de "^^ par exemple, toutes iea feao- 

m"' wr nf ,,..<,.. 

tiond-^,— —,•<-;-, etc. a Imum, sont plus petites <[ac 

Tunité y alors y saiyant le lemftie I , la £ractip]^ co^tin^« 

n^ + etc. 

aura une valeur irrationnelle. Appelons cette valear o , et 

la fraction continue proposée deviendra 

m , 
— m' 

Mais si on fait snccessiTcment 






«•r^» '„'4.«^— 'l| + <»*" 
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H êftt dalf ({ne 9 «» iéUnfc irrationnelle , tontei tel qnantitéi 
w', «", «'" , doivent rétre pareillement. Or, la dernière «»"' 
est égale à la fraction continue proposée ; donc là valeur de 
cêUc-d est irrationnelle. 

Nous ponvons maintenant , pour revenir à notre sujet , 
démontrer cette proposition générale. 

THBOEÂKB. 

Si un (ov e$t commexsurable apte l^ ntjron p sa tangente 
sera imeommensumbh avec le même rayon* 

En effet , soit le ravon = i , et Tare ^ = — , m et /i étant 

n 

des nombres entiers , la formule trouvée ci-dessus donnera, 

en faisant la substitution , 

mm 
tang. — = — m 
. n /i— — - m» 

3/1—^- m^ 

5/1 

7/1— etc. 

Or cette fraction continue est dans le cas du lemme II; car 

il est clair que lea dénominateurs 3 /i 9 5 n , 7 /i , etc. aug- 

■lentant continudlem^t , tandis que le numérateur m^ 

reste 4« la même grandeur, les fractions oomposantes seront 

OH deviendront bientôt plus petites que l'unité « donc la 

valeur de tang. ^ est irrationnelle ; donc , si Varc est com^ 
n 

mensurable avec le rayon , sa tangente sera incommen^ 
surable. 
, De là résulte , comme eonséquenoe très-immédiate ^ la 
proposition qui fait Tobjet de eette note. Soît % la demi- ^ 
circonférence dont le rayon est i ; si 1; était rationnel , Tare 

ir 

- le serait aussi , et par conséquent sa taÉgente devrait être 

4 

irrationnelle : mais on sait , an contraire » que la tangente 

de l'arc -» est égale au rayon i \ donc % ne peut être fution- 

4 
nel* Donc le ftipport de la circonférence au diamètre est 
un nombre irrationnel (1). 

(i^ CtÊlbÊ imposition a été démontrée pour la piattînt Mf psr 
Lsmbert, dans les Mémoires de Berlin , année 1761. 
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Il est probable qne le nombre 77 n'est pas même compris 
dans U$ irrationnelles algébificpies > c'est-à-dire , qu'il ne 
pent être la racine d*uné équation algébrique d'un nombre 
fini de termes dont les coefficients sont rationnels : mais il 
parait très-difficile de démontrer rigoureusement cette pro- 
position ; nous pouTons seulement faire Toir que le quarrc 
de ir est encore un nombre irrationnel. 

En effet , si dans la fraction continue qui exprime tang. :r, 
on fait 07=77 9 à cause de tang. 77 = o , on doit avoir 
^ '^* 

= 3 — -^ 77» 

g •^ etc. 
Mais si 77* était rationnel, et qu'on eût 77* = — , m et n 
étant des entiers , il en résulterait 

D -— .4r— m 

V^ m 

7 — — m 

on 

II— etc. 

Or, il est visible que celte fraction continue est encot« 

dans le cas du lemme II , sa valeur est donc irrationnelle, 

et ne saurait être égale au nombre 3e Donc /e quarré du 

rapport de la circonférence au diamètre , est un nombre 

irrationnel, 

NOTE V. 

Où Von donne la solution analytique, de dii'ers 
problèmes concernant le triangle , le quadri-- 
latèrè inscrit , le parallélipipede et la pyra- 
mide triangulaire. 

9ROBLBHB PUBMIBR* 

Étant donnés les trois côtés d'un trian^ , trouver sa sur- 
face, le ra^'on du cercle msciit et le rayon du cercle cir- 
V conscrit, 

*•• «*«• Soient les c6tés BC = a , AC = ^ , AB =r c ; si du som- 
met A on abaisse la perpendiculaire AD sur le càté opposé 

♦ w, 3. PC; Qtt aura * ÂC )=; ÂB V BC *— aBC X BD 5 donc BD = 
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• Cette Taleur donne AB — BD ou AD = c» 

j= i--!^^ ^ — ' -^. Soit S l'aire da triangle, 

on anra S := ? ^^ X AD ; donc 

Cette formule peut encore se réduite à une autre forme 

plus commode pour le calcul logarithmique ; pour cela il 

faut observer que la quantité 4a*. c'— (a^'-i^c* — ô')* est 

le produit des deux facteurs a ac + (a*-4- c* — ô*) et a ac — 

a» -f-c* — 6*) ; le premier = (a-4-c)*--6» = (a+c + ^) 

(a+c— 6); le second=6' — (a— c)'=(^>+a— c) (ô-a -hc); 

donc on aura ' 

S=^|/[(a-f-^-hc) (a+^'—O («+c— ^)] (^ + <?— «)• 

„ « » - . a+ô+^r 

£nnn si on fait -^ =/^ï ce qui donne a+&+c:=a/?, 

a 

a+^— 'C=a/? — ac, a+tf — èzrra/?— at, 64-<>— a=ra/?— aa» 
on anra encore plus simplement 

Sr=:i/(j? ,j^ —a .7? — ^ ./>— c). 
D*où Ton voit que pour avoir la surface d'un triangle dont 
JeSk trois côtés sont donnés, il faut prendre la demi- somme 
des trois côtés, de cette demi somime retrancher successive- 
ment chacun des côtés , ce qui donnera trois restes , multi- 
plier ces trois restes entre eux et par la dcmi-^somme des 
côtés , et enfin extraire la racine quarrée du produit : cette 
radne sera Taire du triangle. - 

' Soient maintenant z le rayon du cercle circonscrit au 
triangle , et ir le rayon du cercle inscrit dans ce même tri^ 
angle, on aura suivant la prop. 3(xxii, liv. m, 

i-abc a S S , 

«=i--— et a= ■ , =~ ; donc en substituant la 
S a'-{^b + c p 

valeur trouvée de S, il viendra 
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SEOBIiâXB II. 

EtOfU donnés les quatre côtés d'un quadrûatere inscrit , 

trout^r le rayon du cercle , la sur/ace du quadrilatère et 

ses angles. 

«g. i35. Soient les' côtés donnés ABrra , BC=;6, CDrzc , .DA=<f > 

et les diagonales inconnues AG=j? , BOj=zj , on aim y sm- 

â? ad-j^ bc 
yant Je théor. 33 , liv. in, a?y=:rac+ W et -=t-; -j 

d'où Ton tire 

y /(ac^d) lad+bc)\ y /{ac+bd) {ah^€tf\ 

^=v V ab+cd r^"v\ — ^+^r— j 

Mais , $uiTant le problème précédant , le rayon da cercle 

circonscrit au triangle ABC i dont les côtés sont a^hyx^ peut 

abx 
s'exprimer par la formule « = ■ v . ■ , ^ ' * 

Substituant au lieu de x la valeur qu*on vient de trouver 
et décomposant le résultat en facteurs , on aura 

* — y/ |_(«+^4-c~J) (à+b+d^c) (a-i-c-^d-^b) (^+c+^-.a)J ' 

\abx 
Cela posé , l'aire du triangle ABC = , celle du trian^^ 

glo ADC 7= ^ ; donc l'aire dn quadrilatère ABGD := 

{ah+cd) X 

=4ï/[(tf+6+c^ (a+A+rf-c) (<H-<H-<^--*) (M-c+<*-tf)]. 
Et si on fait , pour abréger , j> =r -J (a-f-^4-«+<^)» on 
aura l'aire ABCD s^/ {p^a.p—b.p—c.p^d). Enfin po^r 
avoir l'un des angles , par exemple , l'angle B , on obser- 

vera que le triangle ABC donne cos Bs= ' ^ ' « - » 

substituant la valeur de ;r et réduisant , on aura coa B = 

a^ + b^—c*—d*. . I— cosB ^ .._ 

^ -T-^ — - , - — *.]>elaontire — : ;r , ou tang.*^B 

2ab-^2cd i+cosB ® ' 



PaOBLÂMBIII. 

jDim# i^ quadrilatère ABDG dont les angles cppéeésB *fe*^97* 
«r C ^oiif drùùs, étant dogmes les deux césés AB, AC opee 
tanffé compris BAC , trouver les deux avtres càtés et Im 
diagonale An« 

SoUAG=:^,ABr=:i;,€t l'angle BAC !=r A; siTooppe* 

lenge BD et AO Jusqu'à leur rencoiitfe en E , le triangle 

BAS rectangle en B , où l'on eonnail l'angle BA£ et le o6té 

ce 

43 , donnera AE = -|doB€CE= — 6. En^nile 

eos xL cos A 

le triangle DCE rectangle en G , où Ton connaît le cèté 

GE et l'angle GDEr:= A, donnera GD=rGE ebt A = 

e—b cos A ^ - , , , • «^ b—e cos A 

— - — ; — . On anra donc semmablement BD = ■ » . !■ ■ '■ 

sin A sin A 

Ce iontki valeurs des deux cÀtés dberchës do qoadrilatere. 
De-là résnlte la diagonale AD = v/(ÂC*+DC) = 

V V^ "^ sm A ' / sm A 

le triangle BAC on aurait BC 1= v^(ft*+c*— a^ cos A). 
Donc la diagonale AD, qui joint les deux angles obliques, 
est i la diagonale BG qui joint les deux angles droits :: i 
:sinA. 

Scholie. La diagonale AD est en même temps le Aa- 
mètre du cercle dans lequel le quadrilatère ABDG serait 
inscrit. 

Dans ce cercle on aurail Tangle ^Gs= ADG , donc en ^^ 
abaissant GF perpendiculaire sur AB, les triangles BFG, 
ADG, sont seml^ables et donnent AD:BG::AC:FC:: x : 
sin A ; ce qui s'accorde ayeo le résultat précédent. 
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PROBLâKB IV. 

Étant données les trois arêtes d*un paraUèUpipedc avec 
les angles qu'elles font entre elles , trouver la solidité du 
paraUélipipede. 

fi«-»;W Soient les arêtes SA=/, SBirg^, SC=i:^, et les angles 
compris A.SB=y 9 ASC=ê , BSC=: a. Si du point C on 
^baisse CO perpendiculaire snr le plan ASB , le triangle 
rectangle CSO donnera CO = CS sin CSO=A.ériBCSO. D'ail- 
leurs la surface da pacallélogramme ASB]^ =^ sin y . Donc 
si on appelle S la solidité du parallélipipede ST , on aura 
S ^=ifgh sin 9. sin CSO. Il reste à trouva sin CSO. 

Pour cela du point S comme centre et d'un rayon = i , 
décrivez une surface spl^érique qui rencontre eii D , E , F, G , 
les droites SA, SB, SC, SO^ vous aurez un triangle D£F 
dans lequel Tare FG est perpendiculaire sur £D , puis-, 
que le plan CSO est perpendiculaire sur ASB. Or le 
triangle DEF, où Ton a les trois côtés DE^ry, Dï'szs 

* «*, , « GOS 6— ^COS «COS Y . ^ . 

e, EF=:a,donnecos E = . ■ . , et sin E ss 

sm « sm Y 

y/ ( I — cos' tt — cos' g — cos* y + ^ co* <* cos 6 cos y ) 

sm oc sm '^ 

Ensuite le triangle rectangle EFG donne sin GF on sm CSO 

=; sin E sin £F = sin a sin £. Donc S ^=:fgh sin « sin y sin £• 

ou 

S=/^Av/'(i— cos'a — cos*6 — cos*Y+acosacosgcosY). 

Dans cette expression la quantité sous lé radical est le 

produit des deux facteurs sin a sin y + cos g ** cos a cos y et 

sin ce sin Y— cos 6+cos oc cos y- I^c premier =cos €— cos (*-*-y) 

= 2 sin 1 ^in î — ï » le second=rcos (oc — fV-*>co8 6 

=asm— Lsm !- Donc là solidité chercliée 

SI a 



S = x 



U&* y/ [sin*:l|±ïsin*±f^^ 
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P R O B 1 â M B V, 

Les mêmes choses étant données que dans le problème 
précédent , trouver Vexpression 'de la diagonale qui joini 
deux sommets opposés* 

Soit la diagonale de la base SP-=:z et la diagonale Sg. a^V. 
chercliée ST =; u; le triangle ASP dans lequel cos SAP 
:=z — cos y , donnera z*=f* +^ + ^cos y; pareillement 
lé triangle TSP dans lequel cos TPS= — cos CSP, don- 
nera u* z=: z^ •+'h* + 2hz cos CSP. Il ne s'agit plus que 
d'avoir le cosinus de l'angle CSP pu de l'arc FH : or 
dans le triangle sphériqué EFH , on a cos FH = 
cos £ F cos EH + sin £F sin £H cos £ ; substituant les 

«« *, cos 6 — cos a cos Y „ . , 

Taleur$ EF=« et cos E := — ; : ■ ' , il Tiendra 

sin a sm y 

sin EH 
coa FH= cos a cos EH H : (cos 6 — cos % cos y) = 

sm-y ^ ^^ 

&m EH cos g sin (y^-EH). cosa ^sinEHcos 6+sinDHco»«» 

sin Y sin y sin y 

Donc ^hz cos FH , ou a/tz cos CSP ==: 2à cos €• 

z sin EH z sin DH 

■ , \ +%Â COS a. '■■ . ' Mais dans le triangle BSP 

sin Y sm y 

^^ SP sin BSP ^^ SP sin BPS 
on a BP = -T-r---j--p-et BS=:; — : — rrr— « ce qui donne 
sînSBP sinSBP ' n^ - 

z sin EH ^ z sin DH ^ , ^^^ ^ 

■■ ■ . . « z=zfet - ." ■ =r j»». Donc %h9 cos CSP:r:a/% 
sin y sm y 

cos Q + ikgh cos a. Donc enfin le quarré de la diagonale 

cbercliée : . 

u* =/*+^'+^* + a/^ cos y-f-a/A cos € + ^gh cos «« 

Corollaire. L'angle solide A est formé par les arêtes 
f, g, ^^ faisant entre elles deux à deux les angles aoo^— y « 
aoo^— S, aï ainsi il suffit de changer les signes de cos y et 

cos 6 dans l'expression de SE pour avoir celle de AM, 
Baisant de même pour les deux autres diagonales » on aura 
les valeurs de leurs quarréa comme il suit : 



AM==:/*+g^+A'— a/g^cosy — a/Acos 6+2^Aeosa 

BII*tt/*+^+A'.*-a/^e©f x"f^«/Acot «--^ft^Aoos « 

CP'i=/*H-^+A*+ay^ cos y —a/A cos €— i ^ A cos « 

Delà on Ure ST*+Xm+BN+CP*==4/* + 4^+4A». 
Donp^ <//fn^ toutparaltélipipede , la somme dès quarrés des 
quatre diagonales est égale à la somme des quarrés des 
doute arêtes. Ce théorème remarquable et analogue à celui 
p ti. 3. V^ ^ ^^^ ^^^ ^® parallélogramme * , pourrait se déduire 
cor. immédiatement de ce dernier. Car an moyen des parallélo- 
grammes SGTP, ABMl^ , on a 

ST*-t- C? == * se + a SP*, 

AM + BN = a Sm + a ÂB. 

Ajoutant ces deux équations et observant qu'on a SC=BM 

et SP + Ab'= aSÏ+ a SB*, il Tiendra ST + ÂM + 

bIV^ ciP= 4 SA + 4 SB + 4 sE 

PEOBLâMB VI» 

£iant données les trou arêtes qui aboutissent à un mAne 
sommet d'une pyramide triangulaire , et les trois tmgies 
que ces aréltes forment entre elles , trouver la soUdàé de te 
pyramide, 

t^.vfl» Soit S ABC la pyramide triangulaire proposée , AamB 
laquelle on connaît les arêtes SA ==/, SB =z:^, SG =: A , 
et les angles compris ASB = y , ASG=:6 , BSG=a. Si 
sur les arêtes SA, SB, SG, données de grandeur et de 
posîdon , on décrit le pasallélipipede ST, la pymdde 
qui est le tiers du prisme triangulaire BSAIÏMG s«ra le 
sixième du parallélipipede ST« Donc en appelant P la soli- 
dité de la pyramide , on aura , d'après le probl* zv , 
P=i/fe* V^(ï— cos*a— cos*e— ^cos'y+a cos a cos € cos y) 

^ a a a a ■■ 
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PROBliVB tll. 

Éiaia donnés les six cités ou arêtes à^une pyramide tri-' 
angulaire , irout^er sa solidité. - 

Si l'on conserre les mêmes dénominadons que dafti k |u. mS^ 
)>r6bIÀne t^tëcédent , et qu'on fasse de plus BG ±£/^f 

CA=^,BAzz:A', on aura cos y = ' %^ ' * cos 6 = 

• ^ ^, ., cos a = ^ -:i~. Substituant ces va- 

a/A %gh 

leurs dans la formule trouvée , et faisant pour abréger 
on aura la solidité demandée 

Dana l'apfplkatiofi de ces formules on obaervéra ^ue/', 
g^jA'j désignent les c6t^ d'une même face on base, et 
/*, ^ , ^ , les trois autres arêtes , qui a}>oatissènt au sommet, 
leur disposition étant tdle que / est opposée kf 9 g k g^ 
et h kh'. 

Scltolie. Sût A la somme des quatre triangles qui com- 
posent la surface de la pyramide ^ soit r le rayonne la tphert 
înaeriie; il est abé de voir qu'on a P=^Axîr; car on peut 
cioncevoir la pyramide décomposée en quatre autres , qui 
auraient pour sommet commun le centre de la sphère, 
et pour bases, les différentes faces de la pyramide. On a 

3P 
donc le rayon de la spbere inscrite r = — • 

PKOBLiMB TIII. 

Les mêmes choses étant données que dans le problème Fî, > 
trouver le rayon de la sphère circonscrite à la pyramide. 

Soit M le centre du cercle circonscrit au triangle SAB, - 
MO la perpendiculaire menée par le point M sur le plan 
SAB ; soit pareillement N le centre du eerdc circonscrit 
au triangle SAC, NO la perpendiculaire élevée par le 
point I^ sur le plan SAC, Ces deux perpendiculaires situées 
dans un même plan MDN perpendiculaire à SA , se ren« 
contreront en un point «{ui fem \^ centre de k i|;here 
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circonscrite ; car le point O , comme appartenant à la per- 
pendiculaire MO , e$t à égale distance des trois points S, 
B , A ; et ce même point , comme appartenant à la per- 
pendiculaire NO , est à égale distance des^ trois points 
S , A , C ; donc il est à égale distance des quatre points S, 
A , B , C. 

. On peut imaginer que le point M est déterminé dans le 
plan S AB , au moyen du quadrilatère SDMH , dont les 
deux angles D fet H sont droits , et où l'on a SD=zi/, 
SH = Tg', et ASBriz-y. Donc on aura (d'après le pro- 

~ fi"— ^— /*COS Y 

blême ni), DM=^^ — r ^^ j semblablement on aura 

^ sm Y 

sm 6 

Appelons D l'angle MDN qui mesure l'inclinaison des 

deux plans SAB , SAC ; dans le triangle sphérique dont 

a , 6979 sont les côtés , D sera Tatigle opposé au côté « , et 

. . _ cos a — cos 7 cos 6 , 

ainsi on aura cos D = : -—- , de sorte que 

sm y sm g 

l'angle D peut être supposé connu. 

Cela posé, dans le quadrilatère OMDN dont les deai 

•ngles M" et N sont droits , et où Ton. connaît les deux 

eôtés MD, DN et l'angle compris MDN:=D , on aura 

par le problême m, le quarré de la diagonale OD = 

5m + DN — aDM X DN cos D 



sin* D 



Ensuite dans le triangle 



OSD rectangle en D , on aura SO = OD + SD : c'est k 
valeur du quarré du rayon de la spbere circonscrite. 

Si on fait la substitution des valeurs de DM , DN et 
ensuite celle des valeurs de cos D et de sin D , afin d'avoir 
immédiatement l'expression du rayon SO , par le moyen 
des données du proUême vi, on trouvera pour résultat : 



SO=::iY/ < — ayy^( c ogg-^co»gcosY)— a 
( I — cos* a — cos» g — cos" 



û/0 (cosy— cosg cosa ) i 
3^Â(cosoc—- cosy cos g)) 

y + a cos acos ^ cost ; 
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NOTE VL 

Sur la plus courte distance de deux droites non 
situées dans le même plan. 

Soient AB , CD y deux droites données , non situées dans le % 2S0. 
même plan , dont il s'agit de trouyer la pins courte dbtance. 

Suivant AB faites passer deux plans perpendiculaires 
entre eux qui rencontrent CP Tun en C , l'autre en D \ des 
points C et D abaissez CA et DB perpendiculaires sur AB ; 
dans le pian ABD menez DE parallèle et A£ perpendiculaire 
à BA, ce qui formera le rectangle ABDE ; dans le plan CAE 
joignez CE et menez AI perpendiculaire à CE ^ enfin^dans le 
plan CDE menez IK parallèle à DE jusqu'à la rencontre d9 
CD en K, fjaites ALzziIK et joignez KL; je dis, i** que la 
droite KL est perpendiculaire à-la- fois aux deux droites 
données ÀB , CD ; %^ que cette même droite KXi est plus 
courte que toute autre qui joindrait deux points des lignes 
AB , CD , et qu'ainsi KL « ou son égal« AI , est la plus courte 
distance demandée. 

En effet, i^ les trois droites AB, AC, AE étant par 
construction perpendiculaires^ entre elles , Tune d'elles AB 
est perpendiculaire au plan des deux autres ; donc AB 
est perpendiculaire à AI; d'ailleurs Kl est parallèle à DE, 
et DE à AB , donc Kl est parallèle à AB , et ptdsqu'on a fait 
AL=KI, il s'ensuit que la figure AIKL est un rectangle. 
Cela posé , l'angle AIK est droit ainsi que AIC , donc la 
droite AI est perpendiculaire au plan KIC ou CDE ; donc 
sa parallèle KL est perpendiculaire au même plan CDE, 
et par conséquent est perpendiculaire à CD.. Donc, i^ la 
droite KL est perpendiculaire à-la-fois aux deux droites 
AB,CD. 

a^ Soit M un point quelconque de la droite CD ; si par 
ce point on mené MN parallèle à DE ou à AB , la distance 
du point M à la droite AB sera égale à AN , puisque l'angle 
BAN est droit. Or on a AN> AI ; donc AI est la plus courte 
distance des lignes données AB , CD. 

iSoient les perpendiculaires CA = a , et DB =^ AE =f b , 
Dquz. éd. - ao ' 
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on aura CE=s/ (a* •+■ 6" ) ; et parce que Taire dû triangle 

ACE s'exprime également par i ACX AE et par ^ CE X AI, 

^^ ACXEA a b 

on aura AI= — ^ = TTT^^'^Ih^' ^ ^^^ 1 expression 

de la plus courte distance des lignes donnëeâ» 

Si en même temps on fait la distance AB = c, et qu*on 

appelle A l'angle compris entre les deux lignes données, 

c'est-à-dire l'angle CDE, compris entre la ligne CD et une 

iparallele DE à la ligne AB y le triangle CDE rectangle en E 

DE c 

donnera cos CDE= — , ou cos A=-— ;-j-^;-^-^; 

car on a CD = CE + ED = «' -h ^* + c* . De là on tirerait 



{lussi sin A = " , / a , 1.» ' . — TT" ®^ ^^^ ^ ^^ 



NOTE VII. 
âfer les polyèdres symmétriques. 

C'«8t posr plus de simplicité que nous ayons supposé 
dans la déf. i6, liv. YI^ que le plan auquel les polyèdres 
symmétriques sont rapportés , est le plan d*une face : on 
pourrait siqyposer que ce plan est un plan quelconque » 
et alors la dé&iÂtion deviendrait plus générale , sans qu'il 
y eût rim à changer à la démonstration de la propos, ii, 
par laquelle nous avons établi les relations mutuelles des 
deux polyèdres. On peut aussi prendre une idée très-juste 
de la manière d'être de ces deux solides, en regardant l'on 
des deux comme l'image de l'autre, formée dans un miroir 
plan y lequel tiendra lieu du plan dont nous venoos de 
parier. 

NOTE Vill. 
Sur la proposition XXV, livre Vil. 

Ce théorème qu'Euler a démontré le premier dana les 
Mémoires de Pétersbourg, année i7:5S, offre plusieurs 
conséquences qui méritent d'être. développées. 

1^ Sojt a le nombre de« triangles , h le nambi^c d«i4fQii« 



drUateres, c le nombre de» pentagones, etc. qui composent 
la surface d*un polyèdre ; jle nombre, total des faces sera 
a-\-b+c+ d+ etc. , et le nombre total de leurs côtés sera 
3a + 4^+ 5(;4>-6âr+ etc. Ce dernier nombre est double de 
€elui des arêtes , puisse la même arête appartient à deux 
faces ', ainsi on aura ^ 

H=:a+è + c-4-^-hetc. 
a A. =: 3fl -i- 46 + 5c + 6rf+ etc. 
£t puisque. 9 Suivant le théorème dont il s'agit, $+H=A 
--Hi f on en tire 

aS^=:4+a+a^+3c+4c?+etc. 
Une première remarque que fournissent ces valeurs , c'est 
^e le nombre des faces impaires a + c+^4- etc. est tou- 
^Urs pair. 

On peut faire pour abréger (a=:^+ac+ 3^+ etc., et 
alors on aura 

Ainsi dans tout polyèdre on a toujours A>4H, et S> 
a +~ H , où il faut observer que le signe > n'exclut pas l'éga- 
lité , aUendu qu'on pourrait avoir (o z=: o. 

Le nombre de tous les angles plans du polyèdre est 2 A| 
celui des angles solides est S , de sorte que le nombre moyen 

a A 

des angles plans qui forment chaque angle solide, est -*— -• 

Ce nombre ne peut être moindre que 3 , puisqu'il faut 
an moins trois angles plans pour former un angle solide; 
ainsi on doit avoir a A > 3S , le signe > n'excluant pas 
l'égalité. Si on met au lieu de A et S leurs valeurs en 

Hettt,6naura3IlT4-iû>6+T^+i^'^^^^>^^'^^' 
Remettant les valeurs de H et c» en €i^ ^, Cj^ etc., il en 

résultera 

3a-f.aô-^<r>ia+^ + î|^-i-3^+etc. 
d'où l'on voit que a, b, r, ne peuvent pas être zéro à-la- 
fois , et qu'ainsi il ^existe aucun polyèdre donc toutes les 
faees aient plus de cinq c^és. 

Pmsqu'on a U > 4 +-|- (ù , la subsUtntion dans les valeurs 
deS et de A donnera S>4+f«^9 «c A>€^*tt. Biais en 
même temps onft i»< 3H*--^ft«, etd«UilfésalteS< siH*« 4# 
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et A < 3H — 6 , où Ton^ic soutiendra que les »igtiês > et 
<n*exclueiit pas l'égalité. Ces limites ont lieu généralement 
dans tous les polyèdres. 

ti? Supposons aA>4S, ce qui convient à une infinité 
de polyèdres , et nommément à ceux dont tous les angles 
solides sont formés de quatre plans ou plus , on aura dans 
ce cas H > 8 + a> , ou ) en faisant la substitution » 

« > 8 + c -h a£/+ 3«-f- etc. 
Donc il faut que le solide ait au moins huit faces triangU'' 
/ 2 -f ?i'' laires; la limite H>8-f-<t> donne S >6 + <d, et A>a, ^fiui 
Mais on a en mtote temps o>< H — 8 ; et de là résulte S < H 
— 2,A<aH— 4. 

3^ Supposons 2A > 5S, ce qui renferme entre autres 
polyèdres ceux dont tous les angles solides sont au moins 
quintuples , il en résultera H > ao-f- 3 a>, ou 
a > 20+ a ^ •+■ 5 c -f- 8 €/+ etc. 
£t on aura en même temps S>ia + aa>,etA>3o4- 5(à; 
enfin de ce que cù<j (H — ao), on tire les limites S < 
i(H-a),A<i(H-a). 

On ne peut supposer aA = 6S; car on a en général 
aA-|-2ù)+ia=^6S; donc il n'y a aucun polyèdre dont 
tous les angles solides soient formés de six angles plans ou 
plus ; et en effet la moindre valeur qu'aurait chaque angle 
plan , l'un portant l'autre , serait l'angle d'un triangle équi- 
latéral, et six de ces angles feraient quatre angles droits, 
ce qui est trop grand pour un angle solide. 

4^ Considérons un polyèdre dont toutes ies faces soient 

' triangulaires , on aura ct>=:: o , ce qui donnera A = ~ H , et 

S =: a 4* -~ H; Supposons en outre que tous les ailles solides 

du polyèdre soient en partie quintuples , en partie sextu- 

/ pies i soit/7 le nombre des angles solides quintuples^ ç celui 

/ des sextupFes , on aura S =p + ^ et a A ri: 5/? + 6y, ce qui 

l donne 6S — a A=/? ; mais on a d'ailleurs A=-| H, et 8::= 

/ a + jïl; donc/> = 6S — aA=ia. Donc si un polyèdre a 

I toutes ses faces triangulaires^ et que ses angles solides soient 

en partie quintuples , en partie sextuples , les an^s solides 

quintuples seront toujours au nombre de i%* Les sextuples 

peuvent être en nombre quelconque : ainsi , en lassant q 

indéterminé, on aura dans tous ces solides S= ii» + <;, 

H=ao+a^, A=3o + 3^. 
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Nous terminerons ces applications parla recherche du 

nombre de conditions on données nécessaires pour dé ter* 

miner un polyèdre ; question intéressante , et qu'U ne parait 

pas qu'on ait encore résolue. 

Supposons d'abord que le polyèdre soit d'une espèce dé- 
terminée, c*cst>à-dire qu'on connaisse le nombre de ses 
faces, le nombre de leurs côtés individuellement, et leur 
disposition les unes à l'égard des autres. On connaît donc 
les nombres H , S , A , ainsi que a , ^ , c , ^f , etc. ; il ne s'agit 
plus lj[ue d'avoir le nombre de données effectives , lignes ou 
angles, parle moyen desquelles le polyèdre peut être cons* 
truit et déterminé. 

Considérons une des faces du polyèdre que nous pren- 
drons pour sa base. Soit n le nombre de ses côtés ; il faudra 

2 /i -— 3 données pour déterminer cette base. Les angles 
solides hors de la base sont au nombre de S — n ; le som- 
met de chaque angle exige trois données pour sa détermi- 
nation; ainsi la position de S^/z sommets exigerait 3S—- * 
^n données, auxquelles ajoutant les a/z — 3 de la base, 
on aurait eh touuSS-— */{ — 3. Mais ce nombre est en gé- 
néral trop grand , il doit être diminué du nombre de con- 
ditions nécessaires pour que les sommets qui répondent à 
une même face soient dans un même plan. Nous ayons 
appelé n le nombre de côtés de la base , appelons de même 
n'-, n", etc. les nombres de côtés des autres faces. Trois 
points déterminent un plan ; ainsi ce qui se trouvera de 
plus que 3 dans chacun des nombres n* , n*\ etc. donnera 
autant de conditions pour que les différents sommets soient 
situés dans les plans des faces auxquelles ils appartiennent, 
et le nombVe total de ces conditions sera égal à la somme 
(«' — 3) -h ('î"— 3 ) 4- («"'—3) + etc. Mais le nombre des 
termes de cette suite est H — i , et d'ailleurs n + n'-^-n* 
+ etc. = 2A : donc la sonmie de la suite sera a A — ^ — 

3 ( H — I ) . Retranchant cette somme de 3S — n — 3 , il res - 
tevk 3Sr— aA-|-3H — 6, quantité qui, à cause de S -h H = 
A+3 9 ft€ réduit à A. Donc le nqmbre de données nécessaires 
pour déterminer un polyèdre , parmi tous ceux de la vietm 
espèce^ est égal au nombre de ses arêtes. 

Remarquez cependant que les données dont il s'agit no 
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doivent pas ^ire prises au hasard parmi les lignes et les 
angles qnî constituent les éléments du polyèdre ; car , quoi- 
qu'on eût autant d'équations que d'inconnues , il pourrait 
' se faire que certaines relations entre les quantités connues 
rendissent le problème indéterminé. Ainsi il semblerait, 
d'après le théorème qu'on Tient de trouver, que la connais- 
sance des arêtes seules suffit en général pour déterminer un 
polyèdre; mais il y a des cas où eette connaissance n'est 
pas suffisante. Par exemple, étant donné un prisme non 
triangulaire quelconque , on pourra former une &finité 
d'autres prismes qui auront des arêtes égales et placées de 
la même manière. Car, dès que la base a plus de trois côtés , 
on peut , en conservant les côtés , changer les angles , et . 
donner ainsi à cette base une infinité de formes différentes ; 
on peut aussi changer la position de l'arête longitudinale 
du prisme par rapport au plan de la base , enfin on peut 
combiner ces deux changements l'un avec l'autre ; et il en 
résultera toujours un prisme dont les arêtes ou c6tés n'au- 
ront pas changé. D'où Pou voit que les arêtes seules ne 
suffisent pas dans ce cas pour déterminer le solide. 

Les données qu'il convient de prendre pour détennîner 
un solide , sont celles qui ne laissent aucune indétermina- 
tion, et qui ne donnent absolument qu'une solution. £t 
fig. a8x, d'abord la base ABCDE sera déterminée entre autres «la- 
'uieres , si on connaît le côté Afi , avec les angles adjacents 
BAC , ABC , pour le point C ; les angles BAD , ABD, pour 
le point D, et ainsi des autres. Soit ensuite M im point dont 
il faut déterminer la position hors du plan de la base ; ce 
point sera déterminé , si , en imaginant la pyramide MABC 9 
ou seulement le plan MAB , on connaît les angles MAB , 
ABM , et l'inclinaison du plan MAB sur la base ABC. Si 
on détermine , par le moyen de trois données pareilles la 
position de chacun des sommets du polyèdre hors du plan 
de la base , il est clair que le polyèdre sera déterminé abso* 
. lument et d'une manière unique , de sorte que deux polyè- 
dres construits avec les mêmes données seront nécessaire- 
\ ^ment égaux; ils seraient cependant symmétriques l'un de 
l'autre , s'ils étaient construits de différents côtés du plan 
de la base, 



n n*eM pas toujours nécessaire d*aToir trois données 
pour déterminer chaque sommet d'un polyèdre; car si 
le point M doit se trouver sur un plan déjà déterminé dont 
l'intersection avec la base soit FG , il suffira , après avoir 
pris FG à volonté, dé connaître les angles MGF, 3WFG; 
ainsi il faudra une donnée de moins. Si le point M doit se 
trouver sur deux plans déjà déterminés , ou sur leur inter- 
section commune MK qui rencontre le plan ABC en K, on 
connaîtra déjà I^ côté AK, Tangle AKM , et rinclinàîson du 
plan AKM sur la base ; il suffira donc d'avoir pour nouvelle 
' donnée Tangle MAK. C'est ainsi que le nombre de données 
nécessaires pour déterminer un polyèdre absolument et 
d'une manière unkpie, se réduira toujours au nombre de 
ses arêtes A. 

Le côté AB et un nombre A •— « i d'angles donnés déter- 
minent rm polyèdre; un autre côté à volonté et les mêmes 
angles détermineront un polyèdre semblable. D'où il suit que 
le nombre de conditions nécessaires pour que deux polyèdres 
de la même espèce soient semblables ^ est égal au nombre des 
arêtes moins un. 

La question qu'on vient de résoudre serait beaucoup plus 
simj^e si on ne connaissait pas l'espèce du polyèdre , mais 
seulement le nombre de ses angles solides S. Déterminez 
alors trois sommets à volonté par le moyen d'un triangle 
où il y aura trois données ; ce triangle sera regardé comme 
la base du solide , ensuite les sommets hors de cette base 
seront au nombre de S — S ; et la détermination de cbacua 
d'eux exigeant trois données , il est clair que le nombre 
total de données nécessaires pour déterminer le polyèdre , 
sera 3 + 3 (S — 3), ou 3 S — 6. 

Il faudra donc 3 S -r- 7 conditions pour que deux polyè- 
dres qui ont un égal nombre S d'angles solides soient sem- 
blables entre eux. 

NOTE IX. 

Sur les polyèdres réguliers. (P^ojrez l'appendice 
au livre FIL) 

Nous nous sonimes attachés dans la proposition II de Cet 
appendice à démontrer l'existence des cinq polyèdres régu* ^ 
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liers, c'est-à-dire, la possibililé d'arrangelr un certain nombre 
de plans égaux de manière qu'il en résulte un solide uniforme 
dans toute son étendue. Il nous a paru que dans d'autres 
ouTrages on suppose cet arrangement existant , sans trop 
en rendre raison ; ou bien on ne le démontre , comme a 
fait Euclide , que par des figures compliquées et difficiles 
à entendre. 

Le problème de déterminer l'inclinaison de deux faces 
adjacentes du polyèdre, et celui de déterminer les rayons 
des sphères inscrite et circonscrite , sont réduits dans les 
problèmes UI et lY à des constructions fort simples ; mais 
il ne sera pas inutile d'appliquer à ces mêmes problèmes le 
calcul trigonométrique qui fournira d'ailleurs de nouTelles 
, propositions, 
f f . aaa. Soient a^b^c, les trois angles plans qui composent l'angle 
solide O , et soit proposé de trouver l'inclinaison des plans 
où sont les angles a et ^, on décrira du centre O le trian^ 
gle spbérique ABC , dans lequel on connaîtra les trois côtés 
BC = a , AC =; 6 4 AB = c ^ et il faudra trouver l'angle C 
compris entre les côtés a et b. Or, par les formules cou- 

^ COS<î — COSflCOS^ ^ ^ , 

nues , on a cos C = : : — ; . Celte formule appli- 

sin a sm b ^ 

quée aux cinq polyèdres réguliers , va nous faire connaître 

l'inclinaison de deux faces adjacenl^es dans chacun de ces 

solides. 

ig. *43- ^^^^ ^ tétraèdre y les trois angles plans qui composent 

l'angle solide S, sont des angles de triangles équilatéraux ^ 

• ' soit donc la demi -circonférence ou l'arc de aoo^'z^ir, on 

■ - ^ cos a — cos* a 

aura a = & = c=:yr; donc cos C=r: . ■ ^^ 

sin* a 
<^os a ( I —cos a ) cos a 

— —- rr : mais on sait que' cos f « 

I — cos» a i+cosa ^ ' 

±= -j , donc cos C = ~. 

flg. 144. ^^^^ Vhexaèdre ou cube , les trois angles plans qui for- 
ment l'angle solide A, sont des angles droits; ainsi on a 
^=^=^^=T«» et cos a =0, donc cos C=ro. Donc l'angle 
de deux faces adjacentes est un angle droit. 

%. %k^. J^ns V octaèdre , si l'on fait a = DAS =| ir , ô = DAT 

_-i^^^ «,*o 1 A cos4«— ces* 4 ,c 

C=âir, c = TASr-.-;i», on WKficosC= * . ,\ ^— 

sm ^ ^ 7ç 
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Or,co»7irï=o, coftyir=-J-,sin7ic=^V/3jdoiicco«C= 

— j. D'où l*on Yoit que rindinaiaoïi des faces de rocUèdr« 

et rinclinaison des faces du tétraèdre sont deux angles snp^ 

pléments Tune de Tautre. 

Dans le dodécaèdre , un angle solide est formé de trois fig. 14^* 

angles plans égaux, chacun, à l'angle d'un pentagone 

régulier ; ainsi , en faisant a = i^ = c = |iv, on aura 

^ cosa . , , , I — \/5 

cosC= ; mais cosf itss-^^sm-ryirsr: ■ ■» 

I -f-cosa 4 

donccosC=l5^ = -^5,sinC=^,ettangC= 

Dan» ricosaèdre , il faut faire c = C B' D' = | ir , a :S Sg. a47« 

* ^. ». ;. > ^ COS|w— COS'-rlB 

^ = C B' A' = T If » et on aura cos C = — 2L 1- — : 

sin* Y « 

-îK^—^ ; — < _~ — . ^^^^ ^jjj c = j. Telles sonl les 

y 

expressions très -simples par lesqudles on détermine Tincli- 
naison de deux faces dans les cinq poly^èdres réguliers. Mais 
nous remarquerons qu'on aurait pu les comprendre dans 
une seule et même formule. 

£n effet, soit n le nombre de côtés de chaque face» m le fig. 948* 
nombre d*angles plans qui se réunissent dans chaque angle, 
solide ; si du centre O et d'un rayon = i , on décrit une 
surface sphérique qui rencontre tnp, q, r, les lignes OA, 
0€, OD, on aura un triangle sphérique />^/*, dans lequel 

on connaît l'angle droit r. Vénale pz=z*~',ti Tangle^sz — ' 

m n 

on aura donc , par les formules connues , cos ^ r= -^-Jl, 

sm. 9 

Mais cos q r= cos COD = sin CDD = sin ^ G » C dési- 

cos— 

gnant l'angle CD£; donc sin~C=: ■ ■ ■. Formule gcné- 

sm — 
n 

raie qui , appliquée successiyement aux cinq polyèdres « 
domierail les mêmes Taleurs de cos G ou de i -— » lia* 7 C 
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qa'on a trôiiTées par une antre voie ; pour cela , il fant «ubs* 

tifuer, dans chaque cas ^ les yaleurs de met n, savoir : 

, Tétraèdre , Hexaèdre , Octaèdre , Dodécaèdre , Icosaèdre. 

mz=z 3,3 ,4? 3 ,5. 

« =1= 3 , 4 ) 3 , 5 ,3. 

j^ même triangle sphérique pqr, d'où Toa vient de 

déduira rinclinaison de deux fa«^s isuliacentes , domt 

CO w it ' 

cos pa = coip cQt «F , ou ttt = cot — eot — . Donc , si os . 
OA 7w n 

appelle R le rayon de la sphère circonscrite au polyèdre, 

et rie rayon de là sphère inscrite dans le même polyèdre, 

R w ^ w , 

on aura — = tang — tang — ; d'ailleurs , en faisant le coté 
r m n 

AJà/zza^ on a CA = -^ — , et par conséquent R" =/•* + 

. '^ 

sm — 

n 

-^ . Ces deux équations donneront pour chaque polyèdre 

sin*- 
n 

les valeurs à.e$ raypus R e^ r des sphères circoi^scrite et 
inscrite. On a aussi , en supposant C connu , r = ^ « cot - 

tangue et R:;=^^ta^g^ tangrC. 
m 

Dans le dodécaèdre et Ticosaèdre , on voit que le rapport 

_ a la même valeur tang ~- tang —. Donc , si R est le même 
/r 3 5 

pour tQus les deux , /-seça aussi le même; c'est-à-^ire , que 

si ces deux solides sont inscrits dans une même sphère , ils 

seront aussi circonscrits à ilne même sphère 9 et vice vfrsd* 

I.a même propriété a lieu entre Thexaèdre et Toctaèdre, 

R 

puisque la valeur de — est, pour Tun et pour l'autre, 
r 

If ir 

tang ~- tang—. 
3 4 

Remarquons que les polyèdres réguliers 'ne sont pas les 

seuls solides qui soient compris sous des polygone» réguliers 

égaux; car, si on adosse par une face commune deux té- 



ttaèdres réguliers cgAnx , il en résultera un soHde eoinprf s 
sons six triangles égaux et équilatéraux. On pourrait encore ^ 
former un BuXre solide arec dix triangies égaux et équilaté- 
rsttx ; mais les polyèdres réguliers sont les seuls qui aient en 
même temps les angles solides égaux. 

NOTE X* 

Sur l'aire du triangle sphérique. 

Soit I le rayon de la sphère, ir la demi-circonférence d'isn 
grand cercle; soient a, b, c, les trois c6tés d'un triangle 
sphértque; A, E, C, les arcs de grand cercle qui mesurent 
les angles opposés. Soit A + B-f-C-^w=:S , suivant ce 
qui a été démontré dans le texte *^ Faire du triangle splié- * s3, 7^ 
riqat est égale à Tare S multiplié par le rayon ^ et ainsi 
«»t représentée par S. Or, par les analogies de Ifépe^, 
on a : 

A+B C a — b a+b 

tang :cot — ::cos :cos ■; 

2 2 2 2 

delà , tirant la valeur de tang ~ (A+B), on en déduira 
aisément celle de lang (7 A+^J-B+iC) ==: -^ eol ^ S c on 
aura ainsi 

coï^r^cot-ô+cos C 
jin C 
formule très - simple qui peut servir à calculer Taire d'un 
triangle sphérique lorsqu'pn connaît deux côtes afb,et 
l'ai^gle compris G. Op. peut aussi en déduire pl^^ieurs con- 
séquences remarquables. 

i^ Si Fangle C est constant , ainsi que le produit 

a b 
coi r^ cot — y l'aire du triiaiigbspli^rique représentée par S, 

demeurera constante. Donc deux triangles CAB, CDE, lig.aSa. 
qui ont un angle égal C , seront équivalents , si on a 
tang^ ÇA:tang7 CD :: tang^^ CErtang^ CB, c*est-à-dire, si 
les tangentes des moitiés des côtés qui comprennent l'angle 
égal , sont réciproquement proportionnelles. 

2^ Pour faire sur le côté donné CD et avec le môme 
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angle C^ un triangle CDB équivalent au triangle donné 

CAB , il faut déterminer CE par la proportion : 

tang^ CDrtang-^ CA :: tang^ CB:tang^G£» 

B^ Pour faire avec Fangle du sommet C un triangle isos- 

cèle DGE équivalent au triangle donné CAB, il faut 

prendre tang-; CD , ou tang^ G£ , moyenne proportionnelle 

- entre tang^GA et tang-I^CB. 

.o » • i. , . « coljacot-j^ + cosC 

4® La même formule cot^ S = . * 

sin C 

peut servir à démontrer d'une manière très -simple la pro- 
position XXYI du livre YII; savoir, que de tous les trian- 
gles sphériques formés avec deux côtés donnés a et d^ le 
plus grand est celui dans lequel Tangle C compris par les 
côtés donnés , est égal à la somme des deux autres angla 
AetB. 

%. 98S. Du rayon OZ =rz décrive! la demi- circonférence VDfZ, 

faites Tare ZX = C , et de l'autre côté du centre prenez 

OP=:cot7 a cot^ b; enfin joignez PX et abaissez XY pe^ 

pendiottlaire sur FZ. , 

PT 
Dans le triangle rectangle PXT on a cot P=r— 3= 

cotf ncot^^ + cosC , « .« , , r o 

= r^— ; d(«c P = ~ S ; donc la surface S 

smC * 

éera tin maximum , si l'angle P en est un. Or, U est évident 
que si on mené PM tangente à la circonférence-, l'angle 
MPO sera le maximum des angles P, et alors on aura MFO 
= MOZ — ^ -j ir. Donc 4e triangle sphérique , formé arec 
deux côtés donnés, sera un maximum si on a 7$=C 
— 7w,ouC=A4-B,ce qui s'accorde avec la proposition 
citée. 

On voit en même temps, par cette constmctton , qu'il 
n'y aurait pas lieu à maximum si le point P était au-dedaus 
du cercle , c'est-à-dire, si l'on avait cot-j a cot^ b<i. 
Condition d'où l'on tire successivement cot^ « < tangi ^> 
tan^ (^ w-^4a) < ungi b,^v — ia<i b, et enfin it< 
a + 6^ ce qui s*accorde encore avec le scholie de la même 
proposition. 
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P*o»liMK I. TrottPer la surface d'un triangle iphénquê ^ 
par le moyen de ses trois côtés. 

Pour eela , il /aadra dans la formale \ 

sinC 

substituer les Taleort de sin C et cos C exprimées en a, h, c: 

, cos c^- cos a cos b 
or, on a cos C= : r—r — -et oot^aoot^ *=: 

. 1 4- cos a I + cos ^ 



sin à sin b 



-\ de là résulte : 



cos c + cot |« cot i ft==i±f2if±^£îi±f?Li. 

sin a sin 6 
Ensuite la valeur de cos C donne ' 

^^^ ..inf±t±f,h.fi±::f 

sin a sin ^ sin a sin b 

, g t c "^ . & I c -^a 

a sin ■ ■ sin 

1 — cosC=:— ^ . ' ■ =s ; . 

sin a sm b lin n sin 6 

Multipllaat ces deux quantités entre dles et extrayant lâ 

racine du produit , on aura 

^/ . ar\-b+c . o-f-ft— <: . a^-^ , b-i-c^-a\ 

ai/( sm sin sm sm I 

. ^ va a a a / 

sinG = ^^^ . 

sm a sm ^ 
Donc enfin 

I + cos fl + COS 6+cos c 

cet Srr:: * 

aL/( sm sm sm— — sm 1 

V. * a a , a / 

Cette formule résout le problème proposé , mais on peut 

parrenir à tm résultat plus simple. 

Poitr cela reprenons la formule 

cotj-a cot-^^+cosC 

col|S = ' ~~- , 

* sin C 

nous en tirerons d*abôrd i+coffS, ou 

1 _ cot'-^acot^^4-aootfacot|3co8C-|- ï 

sîn^~ sin"C 
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Or, la valeur de co» C donne a cot ^ a cot ^ 5 cos C = 

«o»c^cQ3igoo>& . ^^ttant dans le numérateur, au 

lieu de cos c, cos,a, co» 6, leurs valeurs x — a sîn'^c, 
X a sin* ^ ^ > ' — ^ ^^^* 4 ^ 5 ®* réduisant , on aura 

acotiacotifeco»C= ri«H*«fa>-|» '' 

, i-iMrin"~<2 I — sin^^fe 
Onàd'aiHenr»c»t*i<sr.cot'^è=— 7-77^ 



sin'-^a sin'^^ 

^-^sin'jg— sm'7 ^^^ j^^^^^ ^^ substituant ces va- 

sin' y^ïsî^'t^ 

I I— sin'~c . - 

leurs , on aura . , ' ,e = "^"T"; — ^'"TrT-^-T??* «^ ^^ donne 
sin 7$ sin'^asin*v^sin*C 

sin^asin-^^sinC . . .. . 1 t ^ 

sin ^ S = •' — ' r * ^^ ? ^^^ remettant la valeur de 

sin C , on a ^ 

i/f 9În-r- sm sm sm ) 

. ^ "^ V a a a a / 

sin i S= — ^ ■ r^ — -TT — ; ' • 

l^omni^e commode pour, le calcul loga|rit];ffiiÎ4|ue. 

Si on multiplie celle-ci par la valeur de cot ^ S» il «» 
tésultera 

^ i-i-cos^+cos^+coscr cûs*^a-|-cos*-î^4-co**4c-i 

cos - s = is=:- • 

4cos|acosT^cos4^c acos^acos^ôcos-c 
Nouvelle formule qui a l'avantage d'étte composée de ter- 
mes rationnels. 

.rx ,, . . ï — cosfS 
De la on tire encore ', — --r — , oU 



I— cos' -^g—cos' ^^-^^QS* jo- Hicosj-aCQgî^cot^TC 

r/( sm sm — '■ sm sm— 1 

\ • a' a a ^ J 



Or, le numérateur de cette expression peut -se décomposer 
en factetirs,, comme on Ta fait pour une quantité sem- 
blable, noté V^ problème IV ) on aura ainâi: 



tang^S= 



4 àiii sin s m ■ . ■ < m — — 



i/f sin sm sm ^in— — — J 

V a % % a / 

Mai* onà■^=^/f '^'-\ Wcitangi;,); 

donc enfia 



igiS=|/(^i 



tang tang — tang 7 — tang — \ 



Celte formule très- élégante est due à Simon Lhuillier. 

Pi^oBi.tuï II. Mtant donnés les trou c6téshC=zB.^ AC^sb, Iig.a84« 
'AB=:c, àéterminer la position du point I, pâle du cercle 
cir-conscrit au trian^ ABC 

Soit l'angle ACIz^j:, et Tare AÏ=:CR=BI=ç; dan» 

les triangles CAI, GBI^ on anra par les formides oommes 

cos© — cos^coso I— cos6 sin6 

cosx=: ^ — r-- S-=-*-: — -— oot(p:=— -cot©, 

sin6smf smo ' i \ co $ o 

i«.cosa ^ cos(C— Jî) 

côs (Ci— a?) = cot 9. Donc * ■ , ou 

^ ' sm a * COS x 

^ , ^ (l+COS^)(l — co»«l . . 

COS C + sm C tang x =-^ : — i-^: — , ^ -* ■ ■ sijbsti- 

sm ^ &in 6 

tuant dans cette équation les valeurs de cos C et sin C 

exprimées tna^ b , c, et faisant, pour abréger, 

3li srrV ( « -—cos' a— cos* *— cos* c+a cos a cos b cos c), 

,,, . 14-COSÔ— cosc^— cosa - - 

on en déduira tang x = , formule 

qui détermine l'angle AGI. On peut observer qu'à cause 

des triangles isosodes AGI, ABI, BGI, on a ACI=7 

i(G4-A— B); on aurait de mémeBCI=T(B+G— A)-, 

BAI=^(A-+-B— C). iJe là résultent ces fommles remâï»- 

quables : 

^ ^^ I-4-COS& — coîô-**e6sc 
tangi(A + C — B) = -^n 

,^ ^ .^ I+COSd— cosô— cosc 
tangi(B+C-A)=-2: jj 



3ao iroilB t. 

tangi(A+B- C) = — ï- jj , 

auxquelles on peut joindre celle qui donne cot 7 S 9 et qni 

peut se mettre sous la forme : 

— -I— cos/z— cos 6— cosc 
.taiigi(A+B+C)= -^ . 

La valeur de tang x qu'on vient de trouver, donne 

I a(i+co$ô)(i— cosc)(i— cos<j) 

I + tang* X ou — î~== -^ Tiff, — 

16 cos* ^ «► sin* I c sin* 4 a , i 

— - • done ' 

M* cos^^a? 

4 cos T 6 sîn "7 c sîn ~ €Z ,^ , . ,,- 

^ ' • : — . Mais de Féquation 



, M 

I .»• cos b _ . . 

cos X =s 1 — ; cot © = lang \ b cot ç , on tire 

sm o ^ 

tang T ^ , 4 sin i a sîn | 6 sîn ^ c 

tang 9 =: — ^ . donc tang 9 = ■- r= 

" ^ cos^ ^ ^ M 

\ a sin 4^ a sin 7 6 sin ^c 

sm sm sm — ■ — ' — sin ■- — I 

% A a a / 

PnoBiiitE zu. Déterminer sur la swfa^ de la sphère Ic^ 
ligne sur laquelle sont situés tous les sotnmets des triantes 
de même base et de même surface. 

6g. 285. Soit ABC l'un des triangles sphériques dont la base 
commune est AB =c, et la surface donnée A + B + C — 
ff = S. Soit IPK une perpendiculaire indéfinie élevée sur 
le milieu de AB ; ayant pris IP égal au quadrant , P sera le 
j pôle de Tare AB , et Tare PCD mené par les points P , C , 
sera perpendiculaire sur AB. Soit ID=/?, CDrir^; les 
triangles rectai^les ACD, BCD , dans lesq(ùcls on a AC =r 6, 
BC:;=a^ ADz=/> + jc, BD=^ — -j-c, donneront cos «= 
cos q cos (/? — ^ c) , cos ô=:cos q cos (/? + r c). Mais on 
a trouvé ci>dessus : 

, I +XOS a + cos è'-h cos c 

cot -y 9 = , « ' » ^ > 

sm a sm 6 sm C 
substituant ditns cette formule les valeurs cos a+cos6r=: 
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sin c sÎQ B == a sin ~ c cos | c sin B ; on aura 
. c^ cos^c+cosp cos î 

C0t-rOt=: > — r— ; — ;r— • 

smaftin^csmB 

D'ailleurs dans le triangle rectangle B CD, on a encore 

^. . « i -I .« cos^c-f-cos» cos g . 

iin o sm Br= sm ^; donc cot i S = :W. i 

sm4csui<7 

on cos/^ cos 9 scot j S sin ^ c sin ^— «cos 7c ; c'est la rela- 
tion entre 7? et q qui doit déterminer la ligne sur laquette 
sont situés tous les points G. 

Ayant prolongé IP d'une quantité PKsr j? j joignes KG 
et soit KC=:x; dans le triangle PKG, où Ton a PCs* 
^n-^q et Tangle KPC=ic — p, le côté KG se trouven 
par la formule cos KG=oosKPG sin PR sin PC + cos PK 
cos PC , ou 

cos ^=: sin ^ cos ^-— sin a: cos q co$p; 
dans laquelle substituant au lieu de cos q cosjp saTalenr 
cot -7 S sin -^ c sin g —* cos ^ c ^ on aura 
GOS^rzrsinarcoa^^+sii^? (cos a: «—sin :i; cot 7 S sin ~c). 
Delà onvoit que si l'on prend cos.r — sinor cot-^&sin 702:0, 
oucotârscot-^Ssin^ c^ onauracos/=sinxcos~c^ et 
ainsi la yaleur de^ deviendra constante. 

Donc si après avoir mené l'arc IP perpendiculaire sur le 
milieu de la base AB , on prend au-delà du pôle la partie 
FK telle que cot PK=:cot 4 S sin 7 c^ tous les sommets des 
triangles qui ont la même base c et la même surface S , 
seront situés sur le petit cercle décrit du point K comme 
pôle à la distance KG telle que cos KG = sin PK cos 7 c. 

Ce beau théorème est dû à Lexell. (Voyez le tome Y, 
part. I des nova jictà Petropolàana. ) 

NOTE XI. 

Sur la proposition III, livre VIII • 

Cette proposition peut être démontrée plus rigoureu- 
sement en la ramenant aux lemmes préliminaires, de la 
manière suivante. 

Je dis d'abord que la surface convexe terminée par les 
arêtes AF, BG, et par les arcs A u B, F^G» ne saurait |g ,fit« 

Douz, éd. %X 
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être plu$ petite que le rectangle ABCF» partie correspon- 
dante de la surface du prisme inscrit. 

En effet » soit S la surface convexe dont il s'agit , et soit, 
s*il est possible , le rectangle ABGF ou ABxAFzrrS+M, 
M étant une quantité positive. 

^olongez la hauteur AF du prisme et du cybndre jus- 

qù*k uhe cti^^ce AF' égale à n fois AF , n étant un 

nombre entier cpielconque; si Ton prolonge en même temps 

ie cylindre el le prisme , il est dair que la surface convexe 

fV compriflfe entre les arêtes AF', BG% contiendra n fois la 

surface S; de sorte qu*on aura S'=i:«S , et parce que 

» X AF=AF, on rfura ABxAF'=/iS+iill=S'4-/iM. 

Or n étant un nombre entier à volonté et H une surface 

donnée, on peut prendre n de manîerp qu'on ait /iM plus 

^rand que le double du segment AicB , puisqu'il suffit pour 

aAuB 
cela de faire ^>''''^ — 9 ^^^^ ^^* ^^ rectangle ABX AF' 

ou fai surftice plane ABCF serait plus grande que la sur^ 
face enveloppante, composée de la surface convexe S' et 
dé deux segments circulaires égaux AerB, Wac*G'. Or^ au 
contraire , la seconde surface est plus grande que la pre- 
mière, Suivant le premier lemme préliminaire; donc, i® on 
ne peut avoir S < ABGF. 

Je dis en second lieu que la même surface convexe S ne 
saurait être égale à celle du rectangle ABGF. Car suppo- 
sons, s*îl est possible, qu'en prenant AE=AB, la sur- 
face convexe AMK. soit égale au rectangle AFKE ; par un 
point quelconque M de l'arc A3I£, menez les cordes AM, 
BIE , et élevez MI7 perpendiculaire sur le plan de la base. 
Les trois rectangles AMNF, MEKN, AEKF, ayant même 
bauteur , sont entre eux comme leurs bases AM , ME , AE. 
Or on a AM4-ME>A£, donc la somme des rectangles 
AMNF, MEKN est plus grande que le rectangle AFKE. 
Celui-ci est équivalent par bypothese à la surface convexe 
AMK, composée des deux surfaces partielles* AN , MK. 
Donc la somûie des rectangles AMNF, MEKN est plus 
grande que la somme des surfaces convexes correspondantes 
AN , MK. Donc il faudra que l'uç au moins des rectangles 
AMNF I MEKN soit plus grand que U surface conteze 
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OfMnmpondaiite, Cette consëquenoe est coAttaire k la pre- 
mère partie d^a démontrée. Donc, %^ la snrfaee ooBTeme 
S ne saurait être égale à eelle du rectangle eonespondant 
▲BGF, 

Il suit de la qu'on a S>AB6F, et qn'ainst la surfiMe 
oonTexe du cylindre est pins grande qne cdle de tont 
prisme inscrit* 

Par un raisonnement absolument semblable, on pnm* 
Tcra qne la snrfkce convexe du cylindre est plus petite fut 
celle de tout prisme circonscrit. 

NOTE XIL 

Sur Végalitè et la similitude des polyèdres. 

On trouve à la tète du XP livre d'Eudide, les défint- 
' tions 9 et lo ain^ conçues : 

9. Deux foUdes sont semblables , lorsqu'ils sont compris 
sous un mène nombre de plans semblables chacun à 
chacun. 

10. Deux solides sont égaux et semblables, lorsqu'ils 
sont compris sous un même nombre de plans égaux et 
semblables chacun à chacun. 

L*oib}et de ces définitions étant un des points les plus 
difficiles des éléments de géométrie, nous Texaminerons 
avec quelque détail, et nous discuterons en même temps 
les remarques faites à ce sujet par Robert Simson dans son 
édition des éléments , pag. 388 et suîv. 

D*abord nous observerons avec Robert Simson que la 
définition 10 n*est pas proprement une définition, mais 
bien un tbéoréme qu*il faudrait démontrer; car il n'est 
pas évident que deux solides soient égaux par cela seul 
qu'ils ont les faces égales; et si cette proposition est vraie, 
il faut la démontrer soit par la superposition, soit de toute 
.nutre manière. On voit ensuite que le vice de la défini- 
tion 10 est commun à la définition 9. Car, si la définition zo 
n'est pas démontrée, on pourra croire qu'il existe deusc 
solides inégaux et dissemblables dont les faces sont égales ; 
mais alors , suivant la définition 9 , un troisième solide qui 
aurait les faces semblables à celles des deux premiers serait 
aanblable à cbacun d^eux^ et ainsi serait semblable à deux 

2îê 
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corps de différente forme, conclusion qui impKque contra- 
diction , ou du moins qui ne s'accorde pas ayec i*idée qa*on 
attache naturellement au mot semblable^ • . 

Plusieurs propositions des XI* et XII* livres d*£udide 
sont fondées sur les définitions 9 et 10, entre autres la 
proposition XXVIII , livre XI , 'de laquelle dépend la me- 
sure des prismes et des pyramides. Il semble donc qu'on 
pourrait reprocher aux éléments d*£uclide de contenir ua 
assez grand nombre de propositions qui ne sont pas rigou- 
reusement démontrées. Mais il y a une circonstance qui 
sert à affaiblir cette inculpation , et qu*il ne faut pas 
omettre. 

Les figures dont Eudide démontre Tégalité ou la simili- 
tude en se fondant sur les définitions 9 et 10, sont telles , 
que leurs angles solides n'assemblent pas plus de trois angles 
plans: or, si deux angles solides sont composés de trois 
angles plans égaux chacun à^ chacun , il est démontré assez 
clairement dans plusieurs endroits d'Ëuclide que ces angles 
solides sont égaux. D'un autre côté , si deux polyèdres ont 
les faces égales ou semblables chacune à chacune, les angles 
solides homologues seront composés d'un même nombre 
d'angles plans égaux y chacun à chacun. Donc , tant que les 
angles plans ne sont pas en plus grand nombre que trois 
dans chaque angle solide , il est clair que les angles solides 
homologues sont égaux. Mais , si les faces homologues sont 
égales et les angles solides homologues égaux , il n'y a plus 
de doute que les solides ne soient égaux ; car ils pourront 
être superposés , ou au moins ils serdnt symmétriques l'un 
de l'autre. On voit donc que l'énoncé des définitions. 9 et 
xo est vrai et admissible, au moins dans le cas des angles 
solides triples , qui est le seul dont Ëuclide ait fait usage» 
Ainsi le reproche d'inexactitude qu'on pourrait faire à cet 
auteur , ou à ses commentateurs, cesse d'être aussi grave, 
et ne tombe plus que sur des restrictions et des explications 
qu'il n'a pas données. 

Il reste à examiner si l'énoncé de la définition 10 , qui 
est vrai dans le cas des angles solides triples, est vrai en 
jg;énéral. Robert Simson assure qu'il ne Test pas, et qu'on 
peut construire deux solides inégaux qui seront compris 
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som UA même nombre de faces égaler chacune à chacune. 
Il cite, à Tappui de son assertion, un exemple qu'on peut 
généraliser ainsi. 

' Si à un polyèdre quelconque on- ajoute une pyramide , 
en lui donnant pour base une des faces du polyèdre ; si en- ' 
suite, au lieu d'ajouter la pyramide» on la retranche, en 
formant dans le polyèdre une cavité égale à la pyramide , 
on aura ainsi deux nouveaux solides qui auront les faces 
égales chacune à chacune, et cependant ces deux solides 
seront inégaux. 

Il n'y a aucun doute sur l'inégalité des deux solide»^ 
ainsi construits ; mais nous observerons que l'un de ces 
solides contient dés angles solides rentrants : or , il est 
plus que probable qu'£uclide a entendu exclure les corps 
irréguliérs qui ont des cavités où des angles solides ren- 
trants, et qu'il s'est borné aux polyèdres convexes. £n 
admettant cette restriction , sans laquelle d'ailleurs d'autres 
propositions ne seraient pas vraies , l'exemple de Robert 
Simson ne conclut point contre la définition ou le théorème 
d'Euclide. 

Quoi qu'il en soit , il résulte de toutes ces observations que 
les définitions 9 et 10 d'Euclide ne peuvent être conservées 
telles qu'elles sont. Robert Simson supprime la définition 
des solides égaux , qui en effet ne doit trouver place que 
parmi les théorèmes; et il définit solides semblables ceux 
qui sont compris sous un même nombre de plans sembla- 
J>les , et qui ont les angles solides égaux chacun à chacun. 
Cette définition est vraie , mais elle a l'inconvénient de 
contenir bien dçs conditions superflues. Si on supprimait 
la condition des angles solides égaux, on retomberait dans 
l'énpncé d'Euclide , qai est défectueux en ee qu'il suppose 
la démonstration du théorème sur les polyèdres égaux. 
Pour éviter tout embaiTas, nous avons cru à propos de 
diviser la définition des solides semblables en deux parties : 
d'abord nous avons donné la définition des pyramides 
triangulaires semblables^ ensuite nous. avons défini solides 
semblables ceux qui ont des bases semblables , et dont les 
sommets homologues hors de ces bases sont déterminés par 
des pyramides triangiilaires semblables chacune à chacun^* 



Cette définition exige pour les bases, en les snpposftnt 
triangulaires , deux conditions , et pour cKacnn des som- 
mets hors des bases , trois conditions ; de sorte que , si S est 
le nombre des angles solides de cbacun des polyèdres , la 
similitude de ces deux polyèdres exigera a + 3(S — 3) 
angles égaux de part et d'autre, ou 3 S— 7 conditions; 
et aucune de ces conditions n*est superflue ou comprise 
dans les autres. Car nous considérons ici deux polyèdres 
comme ayant simplement le même nombre de sommets oa ^ 
d'angles solides ; alors il faut rigoureusement , et sans en 
omettre une , les 3 S — 7 conditions pour que îe$ deux 
solides soient semblables ; mais si on supposait ayant tout 
qu'ils sont de la même espèce l'un et' l'autre , c'est-à-dire 
qu'ils ont un égal nombre de faces , et que ces faces compa- 
rées chacune à chacune ont un égal nombre de côtés , cette 
supposition renfermerait des conditions dans le cas où il 
y aurait des faces de plus de trois cAtés , et ces conditions 
diminueraient d'autant le nombre 3 S— 7 , de sorte qu'au 
Keu de 3 S — 7 conditions il n'en faudrait plus que A. — 1 ; 
sur quoi Toyez la note tiii. On voit par là ce qui donne 
lieu à la difficulté de poser une bonne définition des solides 
semblables ; c'est qu'on peut les considérer comme étant 
de la même espèce , ou seulement comme ayant un égal 
nombre d'angles solides. Dans ce dernier cas toute difScoité 
est écartée , et il faut que les 3 S—- 7 conditions renfemiées 
dans la définition soient remplies toutes pour que les solides 
soient semblables , et on en conclura à plus forte raison 
qu'ils sont de la même espèce. Au reste , notre définition 
étant complète , nous en avons déduit comme théorème la 
définition de Robert Simson. 

On roit donc qu'il est possible de se passer , dans les âé- 
ments , du théorème concernant l'égalité des polyèdres ; 
mais, comme ce théorème est intéressant par lui-même , 
on sera bien aise d'en trouver ici la démonstration , qai 
servira à compléter la théorie des polyèdres (x). 

« 

(i) La démonstration qne noas donnons ici est, à qnelqnês déveiv 
loppements près y la même que M. Cauchy a présentée à llnatftat 
en x8i2| et ^"il a découverte eu partant de qae!^|[ii0ft iiftees ^pâ 
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La question qu'il faut examiner, est. de saToir $i) en 
faisant varier les inclinaisons des plans qui composent Is 
surface d'un polyèdre convexe donné , on peut former uu 
second polyèdre convexe, compris sous les mêmes |rfan» 
polygonaux , assemblés entre eux dans le même ordre. 

Nous observerons d*abord que , s'il y a un second pc^yèdr^ 
qui satisfait à la question, ce ne p^ut pas être le polyèdre 
symmétrique du polyèdre donné, juiisque dans ces deuK 
polyèdres les plans égaux sont disposés dans un ordre ior 
verse autour des angles solides correspondants. Ainsi U 
considération des polyèdres symmétriques doit être eu^ 
tîèrement écartée de l'objet dont nous nous occapoÎM. 

Nous observerons, en second lieu, que si le polyèdre 
donné contient un ou plusieurs angles solides triples , cef 
angles sont de leur nature invariables, puisque la connais^ 
sance de trob angles plana auffit pour déterœiaer kf ino 
dinaisons mutuelles de ces plans y lorsqu'ils sont réunis e» 
angle solide. On peut donc supprimer dans le solide pro« ^ 
posé toutes les pyramides triangulaires qui forment lai 
angles solides triples (i); et si le nouveau polyèdre qui 
résulte de dette suppression*, offre encore des angles solides 
triples , on pourra de même les supprimer, et ainsi succès* 
aiventent , jusqu'à ce qu'on parvienne à un polyèdre dont 
tous les angles solides n'assemblent pas moins d^ quatre 
angles plans chacun. En effet, si le solide proposé peut 
changer de figure par des variations quelconques dans les 
inclinaisons de ses plans , ce changement ne peut avoir lieu 
sur les pyramides triangulaires retranchées, et il devm 
«'opérer tout entier sur le }>olyèdre restant après la siq>« 
preasion de toutes les pyramides tnangulaiMs; Nous ne 
noua occuperons donc dans ce qui suit, que des polyèdres 
dont tous les angles solides assemblent au moi^s. quatre 
angles plans. 

Cela posé, soit S l'un quelconque de» angles solides du fig. aMw 

ayaient été proposées ponr le méfaie objet dans la pjremière édition 
de ces Eléments , pag. Sa 7 et snir. ^ 

» (i) Si mie même arête était commnhe à deaz angles solides triples» 
on né «apprunerait étau la première opération qjn'nn de et9 aiigls». 



fig.ïM. 
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polyèdre, et loit décrit, da sommet S comme centre , une 
surface spHërique dont Tintersection avec les plans de 
Tangle solide formera le polygone sphérîque ABCDEF. Les 
cAtés de ce polygone AB, BC , etc. serrent de mesure aux 
ftngles plans ASB , BSC , etc. et sont par conséquent inva- 
riables ; quant aux angles A., B , C , etc. du polygone , cha- 
cun d'eux est la mesure de Tinclinaison de deux plans ad- 
jacents de l'angle solide : ainsi l'angle B est la mesure de 
l'inclinaison des plans ASB, SBC, que nous appellerons, 
^our abréger , inclinaison sur Varéie SB ; de même Tangle C 
est la mesure de Tinclinaison sur- l'arête SC, et ainsi de 
suite. 

Nous pourrons donc juger des changements de figure de 
chaque angle solide S, par ceux du polygone sphérique 
ABCDEF, dont les côtés sont constants , et dont les angles 
varient d^une manière quelconque , pourvu que le polygone 
ne cesse pas d'être convexe. Or, dans ces polygones, les 
«ignés des varia tions sur les angles offrent des lois assez 
remarquables , que nous alkms exposer dans les deiix 
lemmes suivants. 

LEBKMB I. 

Tous les cotés d^un polygone spJiérique AB, BC, 
CD, DE, étant donnés^ a F exception du dernier AF ^ 
si r on fait varier Pun des angles B , C , D , E , opposés 
au côté AF, les autres étant constants , je. dis que le 
cùté AF augmentera si r,angle augmente y et qu^U dimi- 
nuera H P angle diminue. Dans tous les cas y on suf^ose 
que lepofygone est convexe açant et après son change^ 
Tnfint défigure. 

Supposons d'abord qu'on fasse varier l'angle B , les trois 
autres C , D , £ , étant constants , si l'on joint BF , la figure 
BCDEF n'éprouvera aucune variation , et BF sera constant. 
On aura donc un triangle sphérique ABF, dont. les côtés 
AB, BF, sont constants , et dans lequel Tanglc ABF varie 
d'une même quantité que l'angle ABC du polygone , pui&qu^ 
bi piurtie F6Gre»tej constante. Or» par. les propriétés con- 
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nues (i) , on sait que le côté AF augmentera si Tangle ABF 
augmente , et qu'il diminuera si Tangle ABF diminue. 

Supposons maintenant que Vangle G varie, les trois 
autres B, D, £, étant constants ; si on tire les diagonales 
AG, FC, il est visible que ces diagonales demeureront 
constantes, uînsi que les angles AGB, FGD; on aura donc 
encore un triangle sphérique ACF , dont lei côtés AC, CF, 
sont constants , et dans lequel Fanglé AGF varie de la même 
quantité que l'angle G du polygone 5 d'où Ton coQclura de 
même que le côlé AF augmentera ki l'angle G augmente , 
et qu'il diminuera si Tangle G diminue. 
' Il esl évident que le même raisonnement peut s^appli- 
quer à la variation de l'un ou Tautre des angles D et £ , et 
qu'il aurait également lieu pour tout autre polygone sphé- 
rique de plus de trois côtés. Ainsi la conclusion sera , dans 
tous les cas ^ conforme à l'énoncé de la proposition, si tou«- 
tefois le polygone est convexe avant et après son change- 
ment de figure. Gette restriction est nécessaire , car si 
l'angle E , par exemple, diminuait jusqu'à ce que le point F 
iombât sur la diagonale AE, alors AF serait un minimum ^ 
et si, à compter de ce point, on continuait de diminuer 
l'angle £, il est visible que le côté AF augmenterait au 
lieu de diminuer ; mais , dans ce dernier cas , l'angle AFE 
deviendrait un angle rentrant , et le polygone cesserait 
d'ctre convexe. 

Corollaire. Les mêmes choses étant posées , si plusieurs 
des angles opposés au dernier côté AF augmentent , et 
qu'aucun d'eux ne diminue , le côté AF augmentera néces- 
sairement par l'effet de toutes les variations réunies. Le 
contraire aura lieu, si plusieurs des angles opposés au 
côté AF diminuent, et qu'aucun d'eux n'augmente. 

Car , si par l'effet de l'augmentation ou de la diminution 
simultanée, les angles A, B, G, etc. du polygone doivent 
être changés en A',B', G', etc. on pourra passer siiccessive- 
ïnent du polygone proposé à celui qui ne contient qu'un 
angle varié A' 5 de celui-ci au polygone qui ne contient que 

f (i)j Cette proposition se- démontre de. la ^ même manière qne la 
proposition X| liv* I| pdar les triangles rectilignes. 
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les deux angles variés A' et B', et ainsi de suite. Or, AanÈ 
chittun de ces passages, rapplication de la proposition est 
manifeste, et conduit toujours au même résultat. 



LBMME II. 



Etant donné unpoljrgone spherique com^exe dont les 
côtés sont constants y et qui en a plus de trois y sionjait 
^varier les angles d*une manière quelconque, sans ce- 
pendant que le polygone cesse d*être com^exe; si on met 
ensuite ùs. signe -f- au sommet de chaque angle fui 
augm^ite , le signe — au sommet de chaque an^ qui 
diminue, et qu^im ne mette aucun signa muv angles qui 
élemeurent constants ; je dis qu^tnffdsant le tqwr da 
polygone, on devra trouver au moins quatre change* 
ments de signe d^un sommet au sommet suivant. 

En effet , i^ si a est le nombre des anglçs du polygone, 
il. ne pourrait j avoir n — 2 angles consécutifs, qui aug- 
mentent tous à-la-fois , ou dont les uns augmentent et les 
autres restent constants \ car si Fun ou Tautre de ces cas 
avait lieu, il s^ensuivrait, par le corollaire du lemme pré- 
cédent, que le côté du polygone qui est opposé à ces /z — % 
angles, augmenterait; ce qui est contraire à Thypothese 
que tous les côtés du polygone sont constants. Par une 
raison semblable, on ne pourra supposer que n — a angles 
consécutifs diminuent tous à-la-fois , ou que quelques-uns 
diminuent, les autres restant constants. Donc, dans la série 
de /z — % angles consécutifs , il devra y avoir au moins un 
cbangement de signe ; à plus forte raison ce cbangement 
devra-t-il être observé dans Ja série des n angles conséfcu- 
tife , lorsqu'on fera le tour entier du polygone. 

%^ Les variations dans les angles du polygone ne peuvent 
être telles , qu'elles offrent seulement une série de sîgnes+,.^ 
et une de signes — , de sorte qu'il n'y ait que deux cbange- 
ments de signe dans le tour entier du polygone, 
fig. S87. Car soient, par exemple , A , B , C , les trois angles inar- 
qués'du signe -4-, et D, E, F, G, les quatre ik»rqués du 
signe -i- (cette liypotiiese comprend odle ou il 7 aurait nm 
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nombre de signes moindre dans chacine sërie, à raison de 
4*inYaFiabilité dé quelques angles). Si la figure représente 
l'état initial du polygone , la diagonale GD deTra augmen- 
ter lorsqu'on augmentera tous les angles A, B , C , ou seule- 
ment quelques-uns d'eux; mais la même diagonale GD, 
comme appartenant au polygone GF£D , dont les autres 
côtés sont constants, devra diminuer en même temps que 
les angles F et £, ou au moins rester constante, si des 
quatre angles D, E, F, G, il n'y a que D et G, où seule- 
aaent l'un- d'eux qui diminue; donc l'hypothèse dont il 
s'agit ne saurait avoir lieu; donc la variation des angles 
ne peut être telle, qu'elle office seulement deux séries, l'une 
de signes 4-, l'autre de signes — . 

S^ n est encore impossible qu'en fai&ant le tour du poly- 
gone, on ne trouve que trois séries alternatives de signes + 
et de signes — ; car, dans cette hypothèse, la première et 
la trouieme série seraient de même signe, et se suivraient 
iinmédiatement , de sorte qu'elles ne formeraient qu'une 
seule série ; d'où l'on voit qu'il n'y aurait réellement dans 
le tour du polygone que deux séries, l'une de signes +, 
l'autre de signes «^ ; ce que nous avons démontré înipoéH- 
sible. 

Donc enfin , les changements de signe qu'dsi trouvera 
en faisant le tour du polygone , doivent être au moins an 
nombre de quatre. 

Corollaire. Ce que nous venons de démontrer pour let 
polygones sphériques 9 s'applique immédiatement aux angles 
solides dont ces polygones sont la mesure. Ainsi, éiant 
donné UH' angle solide connexe , qui assetnble plus de trois 
angles plans ^ si on fait varier les inclinaisons sur hè arêtes 
d'une manière quelconque, telle cependant que fan^ 
soUde ne cesse pas d'être conpexe; si ensuite un met k 
signe + ou le signe — sur chaque àréte, éelon que Vin'-^ 
clinaison sur cette arête augmente ou diminue , et qu^oH 
ne marque d aucun signe les arêtes sur lesquelles tinàU*- 
naison reste constante. Je dis qu'en faisant le tour de 
tan^ solide, on devra trouvé^ au moins quatre changB^ 
mênts de signe éhinè àtête à la suivante. 

Au moyen de cette proposition et du iWoi^e d'Eidcr 
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* 35, 7. sur les polyèdres *, nous pouTons maintenant démontrer 
le théorème suiTant dans toute sa généralité. 

THÉORÈME. 

Etant donné un polyèdre convexe ^ dont tous les 
angles solides assemblent plus de trois angles plans, il 
est impossible défaire varier les inclinaisons des plans 
de ce solide y de manière a produire un second polyèdre j 
qui serait formé OA^ec les mêmes plans disposés entre eux 
de la mime manière que dans le polyèdre donné. 

Pour» démontrer cette proposition, il faut distinguer 
deux cas, selon qu'on fait yarier les inclinaisons sur -toutes 
les arêtes , ou seulement quelques-unes de ces inclinaisons. 

Premier cas. 

Supposons qu'on fasse varier à-Ia-fois les inclinaisons 
sur toutes les arêtes 9 et soit N le nombre total des chan- 
gements de signe qu'on trouvera d'une arête à la suivante, 
en faisant le tour de chaque angle solide. . 

On a vu dans le lemme II , que le nombre des change- 
ments de ti^^e ne peut être moindre que quatre pour 
chaque angle solide. 

Donc si on appelle S le nombre des angles solides, ou 
aura N > 4 S , le signe > n'excluant pas l'égalité. . 

J'^observe maintenant que deux arêtes consécutives d'un 
angle solide appartiennent toujours à une face du polyèdre, 
et n'appartiennent qu'à une seule ; donc le nombre total des 
changements de signe observés sur les arêtes consécutives 
de chaque angle solide, doit être égal au nombre total de 
changements de signe observés sur les c6tés consécutifs de 
' chaque face ; car il n'est aucun changement de signe dans 
un système qui ne réponde à un pareil changement dans 
l'autre. 

Or» pour chaque face triangulaire , le nombre des chan- 
gements de signe ne- peut être plus grand que deux; car en 

faisant rentrer sur elle-même la suite -^ h> ou la suite 

ri- , on n'obtient que deux changements de signe. 
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Pour cliaqvfé fa(!6 quadrangulaire, le nombre des chan- 
gements de signe est de quatre au plus , ce qui est ëyîdent. 

Eh général, si le^ nombre des côtés d'une face est pair, 
=2/1, le plus grand nombre des cbangements désigne 
qu'on puisse trouver en faisant le tour des côtés, est an; 
ce qui aura lieu lorsque les côtés portent alternatiTement 
les signes + et — . 

Mais si le nombre des côtés d'une face est impair, 
:^ 2 72 -f- 1 , le plus grand nombre des changements ^e 
signe sera 2n seulement^ parce qu'en donnant alternati- 
Tement aux côtés les signes + et — , le premier et le der- 
nier auront nécessairement le même signe ; ce qui fait un 
changement de moins qu'il n'y a de côtés. 

Gela posé, soit a le nombre des triangles, b le nombre 
des quadrilatères, c le nombre des pentagones, etc. qui 
composent^a surface du polyèdre donné , il résulte de ee 
qu'on vient de dire, que le nombre total des changements 
de signe observés en faisant le tour de chaque face^ ne 
pourra excéder a a sur les faces triangulaires, ^b sur les 
faces de quatre côtés , 4 c sur celles de cinq côtés , 6 d sur 
celles de six côtés. Donc on aura : 

TU < na + lib + Hc + 6d + Se + S/+ 9g + etc. 
Soit A le nombre des arêtes du polyèdre, et H celui de seis 
faces , on aura : 
aA= ^a+ ^b+ Se + 6d^jé + S/+S§^ -h etc. 

IL=: a + b+c+ d-{-e'i-f+g+ etc. 
Mais, suivant le théorème d'Euler, S H- H = A -f- a ; donc 
4S = 8 + 4A — 4H,eten faisant les substitutions : 
4S =: 8 + aa -f- 4ô + 6c + 8^ + loe + etc. 
Comparant cette valeur à la limite trouvée ci-dessus , otk 
eu tire : 

W<4S — 8. 
Mais on ne saurait avoir à-Iir-fois N > 4S et N < 4S ^- 8; 
donc il est impossible que les inclinaisons sur les arêtes du 
polyèdre varient toutes Ma^fois, sans détruire la cohé-- 
xence des plans qui forment la surface du polyèdre. 

Second cas. 
Supposons maintenant que les inclinaisons sur les arêtes 
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ne Târient p$§ tontes à-Ui*fois , et qi^'îl y en ait qi}el<liics- 
nneft qui demeurent conatantes. 
%.ao4. Soit FI une de ees arêtes, on pourra imaginer qn'eDe 
soit supprimée, et que les deux ,faces adjacentes FIG, 
EFIH, se réunissent en une seule non plane terminée 
par le contour déforme invariable ÈFGIH. Appelons S', H' 
et A' ce que deviennent les nombres S, H et A, après k 
suppression d'une arête , nous aurons H' :=: H — ^ i , et 
A' = A — I ; d'ailleurs on a S' = S, puisque le nombre 
des angles solides est le même dans les deux solides; 
donc on aura S' + H' — A'=: S + H ^ A= a. D'où Y(m 
Toit que le tbéorême d'Ëuler a encore lieu dans le nouveau 
solide qui contient une arête de moins , et une face de 
moins, puisque deux faces se sont réunies en une seule 
non plane. 

Si de ce second solide on retranche encore Tune des 
arêtes sur lesquelles Tinclinaison reste invariable, la sup- 
pression de cette arête occasionera de nouveau la réunion 
de deux faces continues en une seule; et on prouvera de 
même que le tbéorême d'Euler a encore lieu dans le troi- 
sième solide qui résulte de la suppression de deux arêtes. 

On peut continuer à suppi^iiner tant d'arêtes qu'on ven- 
dra i pourvu que cette suppression n'enlraine celle d'auciqi 
angle solide ; et le tbéorême d'Euler aura toigours lieu dans 
le solide restant : c'est aussi ce qu'on peut voir directement 
* et généralement, en examinant la démonstration que nous 
avons donnée du tbéorême d'Euler; en effet, cette démom- 
tration ne suppose pas que les faces du polyèdre sont 
planes ; elle aurait également lieu , quand même ces faces 
seraient terminées par des contours non situés dans les 
mêmes plans ; ^Ile suppose seulement que cbaque contoar 
soit représenté , suivant notre construction , par un poly- 
gone spbérique, et que la somme des surfaces de ces polyr 
gones soit ^ale à la surface >dè la spbère« Et il n'est pas 
même nécessaire que tous ces polygones soient convexes; 
il suffit que cbacun d'eux puisse être regardé coBunelt 
sonune de plusieurs polygones convexes ; ce qui arrivera 
toujours, lorsque, par la suppression de plusieurs arêtes 
appartenant au polyèdre donné ^ plusieurs faces planes ès 
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rjnniront en une 3enle non plane ; car alois le polygone 
spliérique qui représente celle-ci, sera composé de 1^ somme 
des polygones sphériques convexes qui représentaient les 
faces planes supprimées» 

Tenons maintenant au cas oh la suppression des arét€$ 
sur lesquelles l'inclinaison ne varie pas , entraîne celle d'119 
ou de plusieurs angles solides, soit parce que les inclinai- 
sons sur toutes les arêtes, dans chacun de ces angles, sont 
invariables, soit parce que ces inclinaisons ne pourraient 
varier que sur trois arêtes seulement, et qu'alors elles 
seraient nécessairement constantes. 

Supposons d*abord qu'on ne supprime qu'un angle 
solide, et soit m le nombre des faces de cet angle, ou le 
nombre d'arêtes qui aboutissent à son sommet. En sup- 
primant l'angle solide dont il s'agit , on supprimera en 
même temps m arêtes , et les m faces formant l'angle solide 
se réduiront à une seule ; donc^ si on appelle S', A', H', ce 
que deviennent Jes nombres S , A , H , après la suppression 
d'un angle solide , on aura S' = S — ï, A'=: A — m , 
H' = H— (/w— i).DelàontireS'+H' — A' = S-f-H— 
A = 2 : donc le théorème d'Euler a encore lieu dans le 
nouveau solide. 

Il est clair maintenant qu'on peut supprimer tant d'angles 
solides qu'on voudra du polyèdre donné , et que le théorème 
d'Eùler aura toujours lieu dans le polyèdre restant ; car en 
supprimant les angles solides un à un, on a successivement 
différents polyèdres , dont deux consécutifs rentrent dans 
le cas que_nous venons d'examiner. 

Donc en général, si du polyèdre proposé on supprime 
toutes les arêtes sur lesquelles l'inclinaison ne varie pa&; 
soit que par cette suppression le nombre des angles solides 
reste le même, ou qu'il devienne moindre, le polyèdre res- 
^ tant satisfera toujours au théorème d'Euler , c'est-à-dire 
qu'en appelant s, h^ a, les. quantités qui pour ce polyèdre 
correspondent aux quantités S, H, A, du polyèdre pro- 
posé, on aura s -^ h — a =s S -f-H — A= a. ^ 

Mais dans ce dernier solide, les inclinaisons sur les arêtes 
devront varier toutes à-la-fois, puisqu'on a supprimé toutes 
les arêtes sur lesquelles l'inclinaison ne varie pas> done ce 
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solide rentre dans le premier cas ; donc la Tarlation simnl- 
tanée de tontes ces indinaisons ne saurait avoir lieu sans 
dënatnrei^le solide. 

Donc enfin on polyèdre convexe quelconque ne peut être 
changé en un autre polyèdre convexe qui serait compris 
sôus les mêmes plans polygonaux, et disposés dans le même 
ordre les uns à l'égard des autres. 



FIN DES NOTES. 



TRAITÉ 

DE 

TRIGONOMÉTRIE. 



Ljjl Trigonométrie a pour objet de résoudre les tri- 
angles, c'est-à-dire, de déterminer leurs angles et 
leurs côtés par le moyen d'un nombre de données 
suffisant. 

Dans les triangles rectilignes il suffit de connaître 
trois des six parties qui les composent, pourvu que 
parmi ces parties il y ait un côté. Car si on ne donnait 
que les trois angles, il est visible que tous les triangles 
semblables satisferaient à la question. 

Dans les triangles sphériques trois données quel- 
conques, angles ou côtés, suffisent toujours pour dé- 
terminer le triangle, parce que dans ces sortes de tri- 
angles on ne considère pas la grandeur absolue des 
côtés , mais seulement leur rapport avec le quadrant 
ou le nombre de degrés qu'ils contiennent. 

Dans les problèmes annexés au livre II, on a déjà 
vu comment les triangles rectilignes se construisent 
au moyen de trois parties données ; les proposi- 
tions XXIV et XXV du Jivre V donnent, également 
une idée des constructions par lesquelles on pourrait 
résoudre lès cas analogues des^ triangles sphériques. 
Mais ces constructions , qui sont exactes en théorie, 
ne donneraient qu'une médiocre approximation' dans 
la pratique ( i ) , à cause de Timperfection des instni* 

(i) Il faut distinguer en effet les figures qui ne serrent qn*à 
diriger le raisonnement pour la démonstration d'un théorème ott 
Douz, éd. ^2 
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ments dont elles exigent l'emploi : on les appelle des 
méthodes graphiques. Les méthodes trigonométriques, 
au contraire, indépendantes de toute opération mé- 
canique, donnent les solutions avec tout le degré 
d'exactitude qu'on peut désirer : elles sont fondées 
sur les propriétés des lignes appelées sinus y cosinus , 
tangentes, etc., au moyen desquelles on est parvenu 
à exprimer d'une manière très-simple les relations qui 
existent entre les côtés et les angles des triangles. 

Nous allons d'abord exposer les propriétés de ces 
lignes et les principales formules qui en résultent; 
formules qui sont d'un grand usage dans toutes les 
parties des mathématiques , et qui fournissent même 
à l'analyse algébrique des moyens de perfection- 
nement. Nous les appliquerons ensuite à la résolu- 
tion des triangles rectilignes et à celle des triangles 
sphériques. 

Division de la Circonférence. 

1 . Jusqu'à ces derniers temps les géomètres s'étaient 
accordés à diviser la circonférence en 36o parties 
égales appelées degrés , le degré en 60 minutes, la 
minute en 60 secondes , etc. Ce mode présentait 
quelques facilités dans la pratique , à cause du grand 
nombre de diviseurs de 60 et de 36o : mais il était 
réellement sujet à l'inconvénient des nombres com- 
plexes^, et il nuisait souvent à la rapidité du calcul. 

Les savants , à qui on doit l'invention du nouveau 
système des poids et mesures, ont pensé qu'il y aurait 
un grand avantage à introduire la division décimale 
dans la mesure des angles. En conséquence ils ont 

k solution d*im problème , des figures que l'on construit pour 
connaître quelques-unes de leurs dimensions. Les premières sont 
toujours supposées exactes ; les secondes , si elles ne sont pai 
tracées exactement 9 donneront de» résaltaté fautifi. 
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regardé comme unité principale le quart de circon- 
férence ou le quadrant, mesure de Tangle droit, et 
ils ont divisé cette unité en 100 parties égales appe* 
lées degrés, le degré en 100 minutes , et la minute en 
100 secondes. 

Nous emploierons désormais la nouvelle division 
ou la division décimale de la circonférence; ce- 
pendant comme les tables trigonométriques, calculées 
suivant cette division , ne sont pas encore assez gé* 
néralement répandues, nous aurons soin d'ajouter 
dans les exemples, les résultats que donnent les cal- 
culs ùdts suivant lancienne division ) ou la division 
sexagésimale de la circonférence. La différence ne 
tombe jamais sur la valeur des côtés, mais seulement 
sur la valeiu: ou plutôt suç l'expression en degrés des 
angles et des arcs. 

XI. Les degrés, minutes et secondes se désignent . 
respectivement par les caractères <>,',": ainsi l'ex- 
pression 16^ 6' 75" représente un arc ou un angle de 
16 degrés 6 minutes 7$ secondes. Si on rapportait ce 
même arc au quadrant pris pour unité, il s'expri- 
merait par o, 160675. On voit en même temps que 
l'angle mesuré par cet arc, est à l'angle droit :;: 
160675 : z 000000, rapport qu'on ne déduirait pas 
aussi facilement des expressions données par l'an- 
cienne division de la circonférence. 

Les arcs et les angles sont exprimés indistinc- 
tement dans le calcul par des nombres de degrés, 
minutes et secondes. Ainsi nous désignerons l'angle 
droit ou le quadrant par xoo<>, deux angles droits 
ou la demi -circonférence par 2000, quatre angles 
droits ou la circonférence entière par 4oo^ f ainsi de 
suite* 

III. Le complément d'un angle ou d'un arc est ce 
qui reste en retranchant cet angle ou cet arc de ioo^« 
Ainsi un angle -de a5<> 4^' a pour complément 9 

M» 
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740 60' ; un angle de la® 4' 62" a pour complément, 

En général, A étant un angle ou un arc quelcon^ 
que, 1 000 — A est le complément de cet angle ou de 
cet arc. D'6ù Ton voit que, si l'angle ou Tare dont il 
s'agit est plus grand que 100*^, son complément sera 
n^atif. C'est ainsi que le complément de 160° 84' 10* 
est — 60° 84' 10". Dans ce cas, le complément, pris 
positivement , serait la quantité qu'il faudrait retran- 
cher de l'angle ou de l'arc donné, pour que le reste 
fût égal à ipo<>. 

Les deux angles aigus d'un triangle rectangle valent 
ensemble un angle droit : ils sont donc compléments 
l'un de l'autre. 

IV. Le supplément d'un angle ou d'un arc est ce 
qui reste en ôtant cet angle ou cet arc de aoo**, valeur 
de deux angles droits ou d'une demi-circonférence. 
Ainsi A étant un angle ou un arc quelconque, 
200° — A est son supplément. 

Dans tout triangle , un angle est le supplément de 
la somme des deux autres , puisque les trois ensemble 
font aoo*'. 

Les angles des triangles , tant rectilignes qae sphé^ 
riques , et les côtés de ces derniers , ont toujours leurs 
suppléments positifs ; car ils sont toujours moindres 
que 2oo<*. 

Notions générales sur les sinus, cosinus , 
tangentes j etc. 
fig. I. ^- Le sinus de l'arc AM,ou de l'angle ACM , est 
la perpendiculaire MP abaissée d'une extrémité de? 
l'arc sur le diamètre qui passe par l'autre extrémité. 

Si à l'extrémité du rayon CA on mené la p'erpen* 
dtculaire AT jusqu'à la rencontre du rayon CM pro- 
longé, la ligne AT, ainsi terminée, s'appelle la /wi- 
gente, et GT la sécante deV^vc AU ou de l'angle ACM. 
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Ces trois lignes MP, AT, CT , dépendantes de 
Tare AM, et toujours déterminées par l'arc AM et 
le rayon, se désignent ainsi : MP=: sin AM^ ou 
sin ACM, AT = tang AM, ou tang ACM TC , = 
séc AM , ou sec ACM. 

VI.. Ayant pris l'arc AD égal à un quadrant, si 
des points M et D on mené les lignes MQ, DS ' 
perpendiculaires au rayon CD, l'une terminée à ce 
rayon, l'autre terminée au rayon CM prolongé; les 
lignes MQ , DS et CS seront pareillement les siaus , 
tangente et sécante de l'arc MD, complément de 
AM. On les appelle, pour abréger , les cosinus , cotan^ 
gente et cosécance. de l'arc AM, et on les désigne 
ainsi : MQ = cos AM , ou cas ACM , DS =ç cot AM , 
ou cot ACM , CS = coséc AM , ou coséc ACM. En 
général, A étant un arc ou un. angle quelconque, on a 
cos A:=isin (ioo<*' — A) , cotA=. tang ( loo®^ — A), 
coséc A=.séc { ioo<> — A). 

Le triangle MQC est, par construction, égal au ^•'« 
triangle CPM , ainsi on a CP = MQ ; donc dans le 
triangle rectangle CMP , dont l'hypoténuse est égale 
au rayon, les deux côtés MP, CP sont le sinus et le 
cosinus de l'arc AM. Quant aux triangles CAT, CDS, 
ils sont semblables aux triangles égaux CPM, CQM, 
et ainsi ils jsont semblables entre eux. De là nous 
déduirons bientôt les différents rapports qui existent 
entre les lignes, que nous venons dé définir ; mais au- 
paravant il faut voir quelle est la marche progressive 
de ces mêmes lignes, lorsque Tare «uquel elles se 
rapportent augmente depuis zéro jusqu'à aoo«>. 

VII. Supposons qu'une extrémité de l'arc demeure 
fixe en A , et qucl'autre extrémité, marquée M, par- 
coure successivement toute l'étendue de la demi- 
circonférence depuis A jusqu'en B dans le sens ADB. 
' Lorsque le point M est réuni en A, ou lorsque 
Tare AM est zéro , les trois points T , M ^ P , se con- 
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fondent avec le point A 5 d'où l'on voit que le sinus 
et la tangente d'un arc zéro sont zéro, et €pie le 
cosinus de ce même arc est égal au rayon, ainsi que 
sa sécante. Donc en désignant par R le rayon du 
cercle, on aura 

sino:=iO,tango=zOyCoso:=zR^ séco=:tL. 

vin. A mesure que le point M s'avance vers ■, 
le sinus augmente, ainsi que la tangente et la sé- 
cante ; mais le cosinus , la cotangente et la cosécante 
diminuent. 

Lorsque le point M se trouve au milieu de AV, 

ou lorsque l'arc AM est de 5o<>, ainsi que son com-' 

plément MD, le sinus MP est égal au cosinus M^ 

ou GP , et le triangle GMP , devenu isoscele , donne 

la proportion MP : CM :: i : v^ a , ou sin 5oo : R :: 

11 

I : \/2. Donc sin So® =co5 5oo=---=7R W^à. Bans 

va 

ce même cas le triangle CAT devient isoscele et égal 
au triangle CDS ; d'où l'on voit que la tangente de 
5oo et sa cotangente sont toutes deux égales au rayon, 
et qu'ainsi on a tang 5o^=coi 5o<*=R. 

ix'. L'arc AM continuant d'augmenter, le sinus 
augmente jusqu'à ce que le point M soit parvenu en 
D : alors le sinus est égal au rayon, et le cosinus est 
zéro. On a donc sin ioo« = R et cos 1000=0 jet l'on 
peut remarquer que ces valeurs sont une suite de 
celles que nous avons trouvées pour les sinus et 
cosinus de l'arc zéro ; car le complément de loo^ 
étant zéro, on a sin ioo<> = C05 00 = R e^cos 1000 = 
sin o? = o. 

Quant à la tangente, elle augmente d'une manière 
très-rapide à mesure que le point M s'approche de 
D; et enfin lorsqu'il est parvenu en D, il n'existe 
plus proprement de tangente, parce que les lignes 
AT, CD, étant parallèles, ne peuvent se renconVrer. 
C'est ce qu'on exprime en disant que la tangenle de 
100^ est infinie, et on écrit tang 1000=06 • 
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Le complément de i oo^ étant zéro , on a umg .0 =: 
cot ioo<> et cot o = tanff ioo<*.^ Donc cot o =00 et 
cot 100^=1 Q. 

X. lie point M continuant à avancer de D vers B, 
les sinus diminuent et les cosinus augmentent. Ainsi 
on voit que l'arc AM' a pour sinus M' P', et pour 
cosinus M'Q ou CP'. Mais Tare M'B est supplément 
de AM', puisque AM'+ M'B est égal à ime demi- 
circonférence ; d'ailleurs si l'on mené lil'M parallèle 
à AB, il est clair que lès arcs AM, BM', compris 
entre parallèles, seront égaux, ainsi que les perpen- 
diculaires ou sinus MP, M'P'. Donc le sinus d'un arc 
ou d'un angle est égal au sinus du supplément de 
cet arc ou de cet angle. 

LVc ou Tangle A a pour supplément 200® — A : 
ainsi on a en général 

sin A =: sin ( 200° — A ). 
La même propriété s'exprimerait aussi par Féquation 
jm ( 100° + B ) = sin ( ioo« — B ) , B étant Tare DM 
ou son égal DM'. 

XI. Les mêmes arcs AM', AM, qui sont supplé- 
ments l'un de Tautre, et qui ont des sinus égaux, 
ont aussi les cosinus égaux CP', GP ; mais il faut 
observer que ces cosinus- sont dirigés dans des sens 
différents. Cette différence de situation s'exprime 
dans le calcul par l'opposition des signes : de sorte 
que si on regarde comme positifs, ou affectés du 
signe -h, les cosinus des arcs moindres que io6<>,il 
faudra regarder comme négatifs ou affectés du signe 
— , les cosinus des arcs plus grands que ioo<>. On aura 
donc en général 

cos A = — cos ( 2oo<> — A ) , 
ou cos (loo^+B ) = — cos ( ioo<> — B ) j c*est-à-dire, 
que le cosinus d*un arc ou d'un angle plus grand que 
loo® est égal au cosinus de son supplément, pris 
négativement. 
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Le complément d'un arc plus grand que loo^ 

' '^ étant négatif ^ , il n'est pas étonnant que le sinus de 
ce complément soit négatif^ mais pour rendre cette 
vérité encore plus palpable, cherchons l'expression 
de la distance du point A à la perpendiculaire M P. 
Si'on fait l'arc AM = x, on aura CP = co5 x, et la 
distance cherchée AP = R — cos x, La mém^ for- 
mule doit exprimer la distance du point A à la 
droite MP , quelle que soit la grandeur de l'arc AM, 
dont l'origine est au point A. Supposons donc que le 
point M vienne en M', en sorte que a: désigne l'arc 
AM', on aura encore en ce point AP' = R — cosx ; 
donc cos ar = R — AP'= AC— AP'=— CP'; ce qui 
fait voir que ùos x est alors négatif; et parce que 
CP' = CP = cos ( 20o<^ — ^ ) , on à co5 x =— cas 
( 20o*> — a: ) , comme on l'a déjà trouvé. 

On voit par -là qu'un angle obtus a le même sinus 
et le même cosinus que l'angle aigu, qui lui sert de 
supplément, avec cette seule différence que le cosinus 
de l'angle obtus doit être affecté du signe — . Ainsi 
on a sin i5o^:=zsm 5o*> = ^ Rl/a, et cos iSo^zz:-, — 
C05 5oo= — ^R»/a. 

Quant à l'arc ADB égal à la demi- circonférence , 
son sinus est zéro, et son cosinus est égal au rayon 
pris négativement j on a donc sin 2ôo*>=:;o , et cos 200® 
£= — R. C%st aussi ce que donneraient les formules 
sin A :=:sin (aoo^ — A) , et cos A= — cos (200^ — A) , 
en y faisant A == aoo**. 

xn. Examinons maintenant ce que devient la 
tangente d'un arc AM' plus grand que 100^. Suivant 
la définition, elle doit être déterminée par le cou- 
cours des lignes AT, CM'. Ces lignes ne se rencon- 
trent point dans le sens Aï, piais elles se rencontrent 
dans le sens opposé AV; d'où l'on voit que la tan- 
gente d'un arc plus grand que ioo<* est négative. 
D'ailleurs , si on observe que AV est la tangente dô 

(. i. Tare AN supplément de AM' (puisque NAM' est unç 
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demi-circonférence ), on en conclura que la tangeruB 
d^un arc ou d^uft angle plus grand que ioo<> est égale 
à celle de son supplémeru, prise négativement, de 
sorte qu'on a 

tang A = — tang ( 200^ -—A) 
Il en est de même de la cotangente représentée 
par DS' , laquelle est égale , et en sens contraire à 
DS cotangente de AM. On a donc aussi 
cot A = — cot ( 2oo<> — A ) . 
Les tangentes et les cotangentes sont donc négatives, 
ainsi que les cosinus, depuis 100^ jusqu'à 200^. Et, 
dans cette dernière limite , on a tang 200^ = o et cot 

200® = cot o =-—00 . 

XIII. Dans la trigonométrie il n*y a pas lieu de consi^ 
dérer les sinus , cosinus , etc. , des arcs ou des angles plus 
grands que 200** ; car c*est toujours entre o et 200** que sont 
compris les angles des triangles tant rectilignes que sphé- 
riques, et les côtés de ces derniers. Mais dans diverses 
applications de la géométrie , il n*est pas rare de considérer 
des arcs plus grands que la demi-circonférence, et même 
des arcs comprenant plusieurs circonférences. Il est donc 
nécessaire de trouver Texpression des sinus et cosinus de 
ces ares , quelle que soit leur grandeur. 

Observons [d'abord que deux arcs égaux et de signes 
contraires AM, AN, ont des sinus égaux et de signes 
contraires MP , PN , tandis que le cosinus CP est le même 
pour l'un et pour Tautre. On a donc en général 
sin ( — .r ) = — ^«rt a: 
• COJ (— ar ) = coj ar, 
formules qui serviront à exprimer les sinus et cosinus des 
arcs négatifs. 

Depuis o® jusqu'à aoo** les sinus sont toujours positifs, 
parce qu'ils sont situés d'un même côté du diamètre AB; 
depuis 200° jusqu'à 400** les sinus sont négatifs , parce qu'ils 
sont situés de l'autre côté de ce diamètre. Soit ABN' =r 
Un arc plus grand que 200^, son sinus P'N' est égal à PM 
sinus del'arc AM=*— 200® ; donc on a en général 
sin X zzz'-^sin (*— 200°). 
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Cette formule donnerait les sinus entre aoo* et 4oo^ m 
moyen des sinus entre o^ et aoo^ ; elle donne en particulier 
tin 400®=— «« apo** = o; il est évident en effet queû 
un ar^ est égal à la circonférence entière , les deux extré- 
mités se confondent en un même point , et le sinus se réduit 
à zéro. 

Il n'est pas moins évident que , si à un arc quelconque 
AM on ajoute une ou plusieurs circonférences , on retom- 
bera exactement sur le point M , et l'arc ainsi augmenté 
aura le même sinus que Tare AM ; donc si C désigne une 
circonférence entière ou 400® , on aura 

sin xzzzsin (C+ar)=:^«>i (a C+ar)=«rt ( 3 C-f-^) etc. 
La même chose aurait lieu pour les cosinus , tangente , etc. 

Maintenant, quel que soit l'arc proposé ji; , il est facile de 
voir que son sinus pourra toujours s'exprimer, avec un 
signe convenable, par le sinus d'un arc moindre que loo^. 
Car d'abord on peut retrancher de l'arc x autant de fois 
400** qu'ils peuvent y être contenus ; soit le reste j^ , off 
aura sin x=zsin /. Ensuite si 7 est plus grand que 200® , on 
fera jr = aoo** + « , et on aura sinjr = — sin z. Tous les cas 
sont donc réduits à celui où l'arc proposé est moindre 
que aoo®, et comme d'ailleurs on a sin (ioo** + a:) = 
«£« (100^-— :tr} , il est clair qu'ils se réduisent ultérieurement 
au cas où l'arc proposé est entre zéro et 100^. 

xiT. Le) cosinus se réduisent toujours aux sinus en vertu 
4e la formule cos Az=zsin{ 100® — -A.) , ou , si Ton ircut, 
de la formule cqs A.z=zsin (100^ + A ) ; ainsi , sachant éva- 
luer les sinus dans tous les cas possibles , on saura de même 
évaluer les cosinus. Au reste , on voit directement par la 
figure que les cosinus négatifs sont séparésdes cosinus po- 
sitifs par le diamètre D£ , en sorte que tous les arcs dont 
l'extrémité tombe à gauche de D£ ont un cosinus positif, 
tandis que ceux dont l'extrémité tombe à droite ont un 
cosinus négatif. 

Ainsi de o^ à 100^ les cosinus sont positifs , de 100^ à 3oo® 
ils sont négatifs^ de 3oo^ à 400^ ils redeviennent positifs; 
et après une révolution entière » ils prennent les mêmes 
valeurs que dans la révolution précédente , car on a aussi 
cos {l^oi/^ +x)=.cos X. 



D'après ces explications , il est aisé de Tolr qae Ws sinus 
et cosinus des arcs.multiples du quadrant, ont les yaieurs 
suivantes : 



sin o**=o 


««ioo°=R 


cos o®=R 


cos loo^rro 


sin 200*^=0 


«/iSoo^'zrr— R 


00^200°=— R 


coj3oo®=ro 


sîn 4oo**=o 


«/i5oo®=R 


cof 400® =:R 


cos 5oo®=ro 


sin 600** =0 


«>i 700**=— R 


eoj6oo**=— R 


co* 700*^=0 


sm 800^=0 


sin 9oo®=i:R 


roj8oo*=:R 


cos 900^=0 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 



En générai k désignant un nombre entier (pielconque, on 
aura : 



s'ih a/r. 100** = o, 
^*>z(4*+ i). 100** = R 
sin (4i^ — i). 100®= — R 



car (aA + 1). ioo** = o 

cas 4^* 100** = R 

cos (4it-ha). 100**=— R 



Ce que nous venons de dire des sinus et cosinus nous dis- 
pense d'entrer dans aucun détail particulier sur les tangen- 
tes, cotangentes, etc., des arcs plus grands que aoo**; car les 
valeurs de ces quantités et leurs signes sont toujours faciles 
à déduire de celles des sinus et cosinus des mêmes arcs , ainsi 
qu'on le verra par les formules que nous allons exposer. 

Théorèmes et formules concernant les sinus ^ 
cosinus^ tangentes^ etc. 

XV. Le sinus d'un arc est la moitié de la corde 
qui sous'tend un arc double. 

Car le rayon CA , perpendiculaire à MN , divise % . i^ 
en deux parties égales la corde MN et l'arc sous- 
tendu MAN ; donc MP , sinus de Tare MA , est la 
moitié de la corde MN qui sous-tend l'arc MAN, 
double de MA. 

lia corde qui sous-tend la sixième partie de la 

circonférence est égale au rayon i donc sin 

Cd^sin 33^1 = ^ R, c'est-à-dire que le sinus du tiers 
de l'angle droit est égal à la moitié du rayon. 

XVI. Le quarré du sinus d'un arc plus le qùarré 
de son cosinus est égal au quarré du rc^n, de 
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sorte qu'on a engénéralsin ' A -f- cos ' A=:Il * (i). 

Cette prc^riété résulte immédiatement du triangle 

rectangle CMP, où l'on a SÎP+CP=CMr* 

Il s'ensuit qu'étant donné le sinus d'un arc on 
trouvera son cosinus, et vice versa, au moyen des 
formules cos A = ±\/ (R" — 5i«' A), sin A=:± 
\/ (R' — C05; A). Le double signe de ces formules 
. vient de ce que le même sinus MP répond à deux 
arcs AM, AM', dont les cosinus CP, CP' sont égaux 
et de signes contraires , comme le n/éme cosinus 
CP répond à deux arcs AM , AN , dont les sinus 
MP , PN sont pareillement égaux et de signes con- 
traires. 

Ainsi, par exemple, ayant trouvé sin 33^j=^R, 
on en déduira cos ZV^\ ou sin 66°f = »/ (R » — iR ^^^=^ 
»/|R»zz=iR»/3; 

XVII. Etant donnés les sinus et cosinus de 
H' arc A , on peut trousser les tangente , sécante^ 
cotangente et cosécante du même arc au moyen 
des formules suivantes : 

cosA.^ cos A^ stnA^ 

casée A = r--; . 
sm A 

En effet les triangles semblables CPM, CAT, CDS, 
ilonnent les proportions : 

CP:PM::CA:ATouco5A:5iHA::R:m/iffAz=:^iî^ 

^ cos A 

CP : CM : ; CA : CT ou cos A : R : : R : séc A=-^ 

cos A 

PM:CP::CD:DSou5mA:co5A::R:co^A=^4^ 

sinA^ 

PM:CM:;CD:CSou««A:R::R:co^^cA=-?^ 

sm A 

(1) On désigne îcî par sin* A le quarré de sin A , et semblable- 
ment par cos* A le quarré de cos A. 
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d'oii Ton tire les quatre formules dont il s'agit. On 
peut observer au reste que les deux dernières for- 
mules se déduiraient des deux premières en mettant 
simplement loo^ — A au lieu de A. 

Ces formules donneront les valeurs et les signes 
propres des tangentes , sécantes , etc. pour tout arc 
dont on connaîtra le sinus et le cosinus; et comme 
la loi progressive des sinus et cosinus, selon les diffé- 
rents arcs auxquels ils se rapportent, a été suffisam- 
ment développée dans le chapitre précédent , il ne 
reste rien à désirer sur 1» loi que suivent semblablé- 
ment les tangentes , sécantes , etc. 

On peut confirmer aussi par leur moyen plu$ieurs résul« 

tàts qui ont été déjà obtenus relativement aux tangentes 3 

par exemple, si l'on fait Arz 100®, on aura ^»t A=R, et 

R* 
coj A==:o, donc titng 100^:=: — , expression qui désigne 

nne quantité, infinie; car X* divisé par une quantité très- 
petite, donnerait un quotient très-grand; donc R* divisé 
par zéro donne un quotient plus grand que toute quantité 
finie. Et parce que zéro peut être pris avec le signe + ou 
avec le signe -—, on aura la valeur ambiguë tang 100®= 
i 00. 

Soit encore A =200** — B, on aura ^m A = jm B, et 

R^âFiB 

— co^B"~" 

R sin B ^ . . 4 ,• 

^ =2 — tans B , ce qui s accorde avec lart. xii. 
cos B 

XVIII. Les formules de Tarticle précédent, com- 
binées entre elles et avec l'équation i/a ' A -+-co5 ' A 
= R% en fournissent quelques autres qui méritent 
attention. 

On a d'abord R* + /a/iff' A = RM--'— 1^ 

^ cos* K 

RV(^mVA+co^»A) R* , «.. a a 

= -^^F^L ■' = ,-SFA'doncR- + /«/^»A 

=zséc'' A, formule qui $e déduirait immédiatement 



cos A = — <;oj B ; donc tàng ( aoo® — B ) =: - 
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du triangle rectangle G AT; on aurait de xnémei 

par les formules ou par le triangle rectangle GDS, 

TR.* + cot* A = coséc^ A. 

Enfin , si on multiplie entre elles les formules 

. Usin Â. . R cos A . 

ionéf A= T-1 cot A:=i — r-^-^ on aura tanffA 

^ cos A sin A. ^ 

X co^ A = R* , formule qui donne cot A = --, 

R* 

et /aTMT A == — —T-. On aurait de même cot B:= 

ti* 

g. Donc cot A : co^ B :: umg B : taiig A ; c'est-à- 
dire , que les cotangenies de d&AX ares saruen raison 
ins^erse de leurs tangentes. 

Cette formule cot A X tang A = R' se déduirait 
immédiatement de la comparaison des triangles sem- 
blables CAT, CDS, lesquels donnent AT;CA ::, 
CD : DS, ou tarig A : R :: R : cot A. 

XIX. Etant donnés les sinus et cosinus de deux 
arcs s. et h y on peut déterminer les sinus et co- 
^ sinus de la somme ou de la différence de ces 
arcs y au moyen des formules suivantes : 

, f , V sin a cos b + sin b cos a 
sm {a + b) = g 

/ , X sin a cos b^-^sin b cos a 
sm (a — ^)= 

, , V cos a cos b — sin a sin b 
cos {a-hb) = 1^ 

/ , V cos a cos b + sin a sin b 
cas {a — i) = — • -=• . 

0g. a. Soit le rayon AC = R , l'arc AB = a^ l'arc BD=: J, 
et par conséquent ABDzira + b. Des points B et D 
abaissez BE, DF, perpendiculaires sur AC ; du point 
D menez DI perpendiculaire sur BG , enfin du point I 
menez IK perpendiculaire et IL parallèle à AC. 

Les triangles semblables BGÊ| IGK, donnent Ici 
proportions 



tin a cos b 



GB : CI:: BE : IR ou R : co5 6 :: sin a:Uiz 



CBrCI :: CE:CK où R:co* b :: cos 6:CK= 



R 

cos a cos b 



R 

Les triangles DIL, CBË, qui ont les côtés perpendi- 
culaires chacun à chacun , sont semblables et donnent 
les proportions 

CB:DI :: CE:DL ou R :5w *::co5 a : DL=^^^r^ 

CBimiiBEilLouRisinb-smailL^'-^^!^^^ 

Mais on a 

iK + DL=DF=«/i {a + b), et CK — IL=CF= 

cos (a+b). Donc 

. / . 7 \ sm a cos b + sin bcos a 
sm {a + b) z:=: 



cos (a + i) 



R 

cas a cos b -— sin a sin b 



R 

Il serait fecile de déduire de ces deux formules les 
valeurs de sîn {a — b) et de cos {a — b)\ mais on 
peut les trouver directement par la même figure. En 
effet) si on prolonge le sinus DI jusqu'à ce qu'il ren- 
contre la circonférence en M, on aura BM=BO.=:^, 
et MI=: ID=5Î>î b. Par le point M menez MP perpen- 
diculaire et MN parallèle à ÂC; puisque MI=DI, on 
aura MN=IL, et IN=DL. Mais on a IK~IN= 
MP=5W (a— ft), etCK + MN=CP=coj {a—b)] 
donc 

. f , V sin a cos h ''^ sin b cos a 
sm{a — b):=z g 

, - » cos a cos b^-sin a sin b 
cos {a-^b) = -^ 

Ce sont les formules qu'il s'agissait de démontrer. 

On pourrait craindre qnc la démonstration précédente 
ne fàt pas assez générale, parce que la figure qu'on a suivie 
suppose les Arci ^ et &^ et mâne a+b plus petits fpiê 
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loo^. Mais d'abord la démonstration Vétend sans peine an 
cas où a et 3 étant plus petits que ioo°, leur somme a+b 
est > ioo°. Alors le point F tomberait sip: le prolongement 
de ACy et le seul changement à faire dans la démonstration, 
serait de prendre eus (a+b) =— CF ; mais comme on aurait 
en même temps CF == IL — CK, il en résulte toujours 
€Os(^a + b) = CK — IL, ou Hcos (^a+b)^=: cos acosb 
— sùi a sin b. 

Supposons maintenant que les formules 

Hsîn {a-\^b):::^sinacos b + sinb cos a 
R cos ( a + 6) = cosa cos b — sin asinb 
soient reconnues exactes pour toutes les valfurs de a et 
de b , moindres que les limites A et B , je dis qu'elles auront 
encore lieu lorsque ces limites seront loo** + A et B. 
£n effet, on a généralement, quel que soit l'arc jr, 
sin ( 100** + a:) = cos x 
cos ( loo** + x) = — sin X, 
Ces équations sont manifestes lorsque x est < loo^, et on 
s'assure aisément qu'elles ont lieu pour toutes les valeurs 
de jr, au moyen de la ûg. i8, où MM" et MW sont 
deux diamètres perpendiculaires entre eux , et où Ton peut 
prendre successivement pour x les valeurs AM, ADM', 
ADBM", ADBEM'", ou ces valeurs augmentées de tant de 
circonférences qu'on youd^a^ 

Cela posé , soit ar = /» + 6, oA aura . 

sin (ioo^+ m -{'b)=z cos {m + by 
cos ( 100** + »i+ ft ) = — sin (w + *). 
Mais, suivant l'hypothèse, on connaît les valeurs des se** 
conds membres , tant que m et b n'excèdent pas les limites 
A et B; donc dans cette même hypothèse on aura : 
R sin ( 100° +m-^b)a:z cos m cos b — sin m sin h, 
R cos ( loo** -h /7i +&) z= — sin m cos b — cos m sin b» 
Soit I oo** -f- m = « , puisqu'on a sin ( i oo^ + m ) = cos m 
et cos (loo** -h /w = — sin /ti), il en résultera cos m z=zsin a 
et sin m:=L — cos a; donc en faisant cette substitution 
dans les équations précédentes , on aura : 

"R sin{a + b)z=: sin a cos b+cos a sin b 

R cos (a+è) =1 cos a cos b-^^sin a sin b. 

D'où l'on voit que ces formules , qui n'étaient démontrées 
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d*abord que dans les limites a<Xy ^ <'B , le sont mainte- 
nant, dans les limites plus étendues a < lOo^+A, 6 < B. 
Mais 9 par la même raison, la limite de b pourra être r^ 
culée de loo^, ensuite celle de a^ ce qui peut se continuer 
indéfiniment; donc les formules dont il a'agit ont lieUf 
quelle que soit la grandeur des arcs a et b. 

L'arc a étant composé de la somme des deux arcs a^^b 
<*t 6^ on aura , d'après les formules précédentes , 

R sin a zzisin (a — b) cos b + cos (a— fe) sin b 
R co^ a = cos (a — ft) cos^ b -• sin (a — ft ) sin h. 
Et de celles-ci on tire : 

"Si sin (a — 6 ) = sin a cos b~^sin b cos a - 
K cos (« — è) = cos a cos b-^sina sin b ^ 
formules qui auront encore lieu pour toutes valeurs de a 
et de ô. 

XX. Si dans les formules de l'article précëdent on 
fait^=:a^ la première et la troisième donneront 
a sin a cos a cos^ a^-^sin* a 



Sin 2a= ~ , cos 2 a= 



R ' R 

Celles-ci serviront à trouver le sinus et le cosinus 
d'un arc double , lorsqu'on connaît le sinus et le 
cosinus de Tare simple. C'est le problème de la du- 
plication d'un arc. 

Réciproquement pour diviser un arc donné a en 
deux parties égales y mettons dans les mêmes fc^- 
mules -^ a à la place àe a, nous aurons 

a sin i a cos i a cos* ^ a^^sin * ~ a 
Sina::^- 1— 2_ C05a=: — 5 i-. ^ 

MX A 

Or, puisqu'on a tout-à-la-fois co^"-j a +51/1' ja=:R* 
et cos^ '- a — 51»' ^ a=R cos a, il en résulte 
co5'ia=|R'+^Rcojaet«i2'ia=:^R'~jRco5û^ 
donc 

si>i|a=V/(:-R'— ?Rcojd) , 
cos\az=z y/ (iR»-f.iRco5a). 
Ainsi, en faisant az=ioo<^, ou c(»s az=:o^ on a 
sin 5o^=zcos Sooszzv^iR'sRl/'i; ensuite si Ton 
Douz. éd. a3 
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fait a=r5o<*-, ce qui donne oos a=Rl/'-;^ on aura 

XXI. On peat autsi avoir les valeurs de sinj^ a et cos^ a 
txprittées par le moyen de $in a^ ce qui sera ntile dans 
beaucoup d^occasions ; ces valeurs sont : 

En effet , si on élevé la première au quarré , on aura sin * \a 
=zi(K^-i-Tisina)+\{k^—Rsind)—ii/(K*—T!i'sin*a) 
=4 R*— ^R cos à; on aurait de même cos* i. a = ^^ R*-f- f R 
cas a, ce qui s'accorde avec les valeurs précédentes de 
sin^ a et cos^ a. Il faut cependant observer que, si cos a 
était négatif, le radical j/ (R* — R sin a) devrait être pris 
avectm signe contraire dans les râleurs de sin 7 a et cos-^ a, 
ce qui changerait l'une dans l'autre. 
{ . xxn. An moyen de ces formules , il est facile de déter- 
miner let ^inua et oosinns de tous les dixièmes du qua- 
drant. 

Et d'abord soit sin lo'^zizx, ^x sera la corde de 40'', ou 
le cô^é du décagone régulier inscrit; or ce côté est égal 
au plus grand segment du rayon divisé en moyenne et 
f 5j, 4, extrême raison *; donc si on fait le rayon égal = i , on aura 
r:a* :: %xl i — nx. Delà on tiré 4a:*=i~aar, ovlx''+\x=;\\ 
donc (a:+-i)*=i4-TT=-ïT; donc ar+f =|i^^5, et enfin, 
^^u^m ao'*t=:^(—- i+v^'6). 

6 — av^5 



Cette valeur , élevée au quarré , donne sin^ ao*n: - 



16 



iO'4"aL/5 ' 
doHo i— ^lii'ao", oucAf* ao'*=: — •-— — . Mais eos^a — sin^a 

16 

j o . .X o 4+4V/5 i+t/^5 

zs:cos a u , donc cos 40 ou sm go dt= ■ r; e s — r- — • 

16 4 

Maintenant, si dans les formules dun** xxi onfaitRrz:: i, ^ 
«=r ao% et sin <?=^( — i + v/ ^ ) » on en déduira 

sin io^=iv/(3-f-»/5) — ivr(5— l/'S) 
cof io' = ii/(3-hi/5)+i;V/'(5— 1/5). 

«Si ensuite on fait dans les mêmes formules «=60*", et 
#«ri 0=1 ( 1 4-1/^5} » on auni 
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co^ 3o*=i|/(5+»/5)+||/(3— 1/5). 

Avec ces Talenrs et celles qu'oii connaît dé}a de ^fh 5o, 
et de sin .loo*", on jpi^ former le tableau anhrant ; 
sin Qi^:^cosiOQ>'z^O. 

sin id'zzzcos 9o'=|i/(3-hV^5)— .^i/(5~|/;6) 
sin Si€>*z=i€OS 8o° = J( — i-f-^r/ô) 
,y//2 3o'=coj 7o'=Tl/(54-l/5)— |i/(3— v/5) 
sin t^o*-=icos 6o*=^v^(io— av^5) 
sin 5o*=:cof 5o°=i:-jV/a 

,*î» 70*=ci)^ 3o'=:^j/(5-f.v^5)-f.^V^(3 — V/'5) 

«n 8o'=co* ;fcQ*s=jV/(xo-f-ftl/^6) 

w ^' — cos io^=:fi/(3+j/5 4-i|/(5— 1/^5) 

* «/l xoo^zzzcos O* = I, 

Ces Taleurs pensent se sîmi^fier encore, puiaqfu'oii a 
V/(3-H/5)=:i|/io+^l/aeti/(3-v/^5)=^V/io— 4|/<a5 
d'où Ton voit <{u'en regardant comme connues i^%,i/5 et 
V/' lo, il ne reste que quatre extractions de racines qnarrées 
à faire pour avoir les valeurs des sinus et cosinus de tous 
les arcs multiples de to**» 

xxiii. Nous tirerons de ces formules deux conséquences 
remarqual^les. î** Puisque ^sm 4o' est la corde de 8o', ouïe 
côté du pentagone régulier inscrit , ce côté=^v^(io— 2|/5), 

iO""""îii/5 

S6B qaârré=: . Le c4té du décagone régulier 

4 
=:a«/iao*^x(-"ï+l/5),sonquarré=-y(6 — .2j/5);or 
i(io — av/'5)=:i-hj(6 — 2 \/5),I>oncla somme faite du 
quarré du rayon et du quarré du côté du décagone, est égalé 
du quarré du pentagone régulier inscrit. 

a^ £ntre les sinus des divisions décimales impaires du 
quadrant^ on a cette relation 

sin 90* H- «/f 3o'-j-«w \C!^:=.sin 5o*-|-.«Vt 70*, 
et les divisions paires donnent semblablement sin 60"*= 
sin ^+4* l^iais ces formules ne sont que des cas particu* 
lîerl', et on peut démontrer que » étant un at€ d*un nombre 
qvdeonque de degrés , on a 

#fi9(|0|^W)*Hi7»(2o*'+^'f^ (ao''-*)s=3rw(6o -r)-H«>i(60"+ir) 

a3. 
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En effet, la formule ^«>i (a+b)+sin{a-^b)z=i%sktacosh, 

donne 

w ( ao" -Hc) + fi« ( ao'— 'or) = a tfwi ao* co^ ^ 
«/i(6o* + ar)+«>i(6o* — ar)=:a«/i6o"cojdr. 
Donc , puisqu'on a sin 60* — sin ao* = -75 et cos x =r 
«/i (loo* — x)^ ces deux équations retranchées Ttinc de 
Tautre , donneront 
sîn (6o*-f-j:) +«/î (6o''^x)—sin (ao'+ar)—^//? (ao**-jî)=rf />i(i oo**— x). 
Formule d'où l'on tire l'équation des divisions impaires en 
faisant .r=io°, et qui en général peut servir à la vérifica- 
tion des tables de sinus. 

xxiY. Si dans les formules première et troisième 

de l'article xix, on fait ^=2 a, on aura 

. n sin 2 acos a-^cos 9 a sina . cos^a cos a — - sin 2 sin a 
sm 3« = ,coj3a= =-. • 

Substituant 4^ns celles-ci , au lieu de sin 2 a e^ 
C€>5 2^z, les valeurs trouvées dans l'article xx, et 
simplifiant les résultats au moyen de Téc^uation 
sin*a + cos* û := R"* , on aura 

. « « i ^sin^ a 
sm 3 a=iô'sm a =-; — 

ro5 3 a= — ^^ — '■^ocosa' 

Ces formules qui servent à la triplication des arcs, 
peuvent servir aussi à opérer leur trisecdon ou 
division en trois parties égales. En effet, si on ifait 
stn 3 a=c et sin a=a?, on aura pour déterminer x 
réquatîon c R' = 3 R* x — 4 ^^- D'où l'on voit que le 
problème de la trisection de l'angle, considéré analy- 
tiquement, est du troisième degxé. 

Si dans les mêmes formules de l'article xix, on 
fait successivement 6=Z a^ ^=4 ^9 exc.^ on aura 
les sinus et^cosinus des arcs ^a,^ a, etc,^ c'est-à-dire, 
en général, les simis et cosinus des multiples de a* 
Réciproquement les formules qui servent à la multi- 
plication des arcs , donneront les équations à réflou<» 
: dre pour diviser un arc douve en parties^ égal^^ 
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c^esfrà-dlre» pour déterminer sin a ou cos a y lors* 
qu'on connaît sin n a et cos n a. 

xxY. Déyeloppons encore les valeurs de sin 5 a et cos Sa, 
et pour cela prenons les formules 

sin^a cos i a+cos 3 a sin 2 a 

, . cos 3 a cos a « — sin 3 « ji>i a a 

co.y(3^g-f-ag)= ■ » 

Si on y subsdtue les yaleurs d^a trouvées art. xx et xxiTy 

on aura, après les réductions , 

• » „ „ . ^osin^ a iS sin' a 
sm 5a:ii:5 sm g—*- ■ ^ 1 — 

^ „ aocoj'g i6coj*a 

coj 5 g = 5 co^ g h ■ ■ ■« 

R R* 

D'où Ton voit que le problème de la q'nîntisection de Tangle 
serait du cinquième degré, et ainsi des autres divisions par 
les nombres premiers 7 , 11, i3 , etc. 

xxvT. Soit proposé pour exemple de trouver la valeur 
ôe'sin 1° approchée jusqu'à quinze décimales « ce qui peut 
être utile pour la construction des tables de sinus* L'ex- 
pression de sin 10*, trouvée n® xxii, étant réduite en déci- 
males dans la supposition de R=i, donne sin 10**= o. 
1 5643 4465o 4oa3 1 ; de là on tire, par la formule du n^ xxi, 
sin 5'=o. 07845 90957 27845. 

Soit maintenant sin i*z:^x , il faudra , pour avoir x , 
résoudre l'équation 

nSx' — aojc.^ +5 a: =0.078/15 90957 27845. 

Si» pour abréger, on hAt le second membres c^ on aura 
à-peu*prés 5;»— 2oar'=c^.ct«=:^cH-4(7c)*. Or yc== 
0.01569 18191 et 4 (-ic)^ =0.00001 5456; donc on a, pour 
première appi'oximation , ar= 0.01570' 7a75, valeur qui 
n'est en erreur que dans la huitième décimale. Pour en 
avoir une plus exacte, soit d?= 0.01570 73 4- j, on aura 
en substituant dans l'équation proposée , et négligeant le 
quarré et les autres puissances de/, 
o.0784590o9424927+4.9852oi7/=o.078459095727845; 
d'o& l'on tire / = 0*0000000x73 1 18207 , et 
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d? ou «/i i*'=o,oi57o 73173 118207. 
Du sinus de i** ou 100 \ on déduirait semblablement les 
sinus de 5o', de 10', de 5', et enfin celui de i'. 

XXVII. Les formules de rarùcle, xix foumÎMeiit 
un grand nombre de conséquences, entre lesquelles 
il suffira de rapporter celles qui sont de Tusage le 
plus fréquent. On en tire d'abord les quatre sui- 
vantes : 

isin a œs è = {ï\. sin (a+b) + f Rot/i {a — b) 

sin b cosa=^'R.sin{a+b) ^^^Usin (a' — b) 

cosacos A=:^Rco5(«'^— J) +^Rco5(«+i) 

sinrasin i=: j-Rco5 (a*— -J) — ■jRcoî (a+&) 

lesquelles servent à changer un produit de plusieurs 

sinus ou cosinus, en sinus et cosinus linéaires ou 

multipliés seulement par des constantes. 

XXVIII. Si dans ces formules on fait a + bznp, 
a-~-'bz=zq, ce qui donne û='^ — ^, &= ^ ^ , on 
en déduira 

sinp-^sinq=z—sin\(jp^q)cos\{p'^q) 

sinp—si.nq^rj^sini{p-^q)cos^{^+q) 
cosp+cosqpz rjT coj^(/?+g) cos 7 (/>—<;() 

cojg— c<w/?= — J1/17 (jp+î) ««T C?— ?)• 

NottveUes formules qu!on emploie soinrent dam lea 
calculs trigonouKétriques pour réduire deux termes à 
Un seul. > 

nu.,EQfip, dç ces dçfnifr^s oa tire encore pai^ 
la division, et ayant égard à ce que ^î^— ^3£f.— 

—T-, celles qui suivent ; 



sîn p + sîn q _ sin^{j>+q )€O s\{j>—q>i __ fang^{p+q) 
sin p — sinq~ cos^ {p+q) sin\ (/? — q ) tcing^ {P^^) 
sinp + &m g ^ sin\ ( /? + g ) J_ tarig^ {P^ g ) 
cos p + cos q cos r (P'^q) ^" 

^mp ^ sm g coj^i (7>— ç) cot-^ {p — q) 

cos q-^ cos p ^i^r^p-^q) R 

srnp — ^^r^'q _^ sin^ {p — q ) tang^{p^^q ) 

cos p -f- cos g ^"^cos ^ {p -^ q) ^" R 

smp'^séng _ cosi ( p -h 7 ) _ ^of'i {p + g) 
cos q — cosp sm i- { p + g ) ~ - R 

cosp -^-cosq cos^ (i^-H? ) ^^^ ^ (/'"*4 ) ; ^^<«i(/H-^ ) 

cos q — cosp'^ sin^ {P + q) ««i (.P—g) '«'^(p-î) 
sin {p + q) _ ^sin^(p-\^)cos{{p-{-q) _ càsi{p*{^y ' 
^in p + sinq a sin J- ( />+3 ) <^ps-^ ( /?-^g ) cos^ (/? — g ) 
sin (p+g ) _ ^sin^{p-\-g)cosi(^p-hq) __ sin^{p-^^) 
sïnp-^-sinq' a sin'~ {p — g) cos^ {p-\'q) sin^ (p — q) 

Formules qui sont l'expression d'autant de théorèmes. 
De la première il résulte qite la somme de^ sinus dé - 
deux arcs est à la différence de cms mêmes sinus, 
comme la tangente de la demi^samme des ares est à 

la tangente de leur demi^différence. 

XXX. Si on fait *=a ou 7 = dans les formules 
des trois articles précédents , on aura lejs résultats 
qui suivent : 

cof* « = f R* -f.-| Rco^af» 
5iV a=i R* --^^ R cw a « 

% cos* ^p • ■ 



R + cosp = 



R — r cosp =: 



R 
a ««* ^p 



iksin\pcos^p 
smpzzz-' ^ . . 

•/ " . 

sinp tangxP R 

"R + cosp"^ R '^ cot\p 
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wip coe ^p R 

R — cosp'^ R tang^p 

TBi + casp _ cot''ip _ R' 
R — cosp R" tang'^p 

xu^i. Pour développer aussi quelques formules 
relatives aux tangentes , considérons l'expression 

urne (a+i) = ^^^^^\ dans laquelle la subs- 

' titution des valeurs de sin (a + i) et cos (a + i l, 
donnera 

^^„^ /^ . tv '^{sinacosh-\-sinhcos a) 

° ^ ' cos a cos b — smb sm a 

r\^ • ^os a tang « ^ . , cos b tane b 

Or on a 51/ï a = ^ — 2_ et sm h c=: jfizJzllEZ. 

R • R 

substituant ces valeurs et divisant ensuite tous les 

termes par cos a cos b^ on aura 

•© \ T- / K"" '^ tang a tang b 

C'est la valeur de la tangente de la somme de deux 
arcs, exprimée par les tangentes de chacun de ces 
arcs ; on trouverait de même pour la tangente de leur 
différence 

uifMff^a '')'" -Si^^tangatangb 
Soit i==a, on aujapour la duplication des arcs 
la formule 

% R* tang a 

d'où résulterait 

R» R* 

cot2az=z = -■ '^{tanga:=L^cota'^^tanea. 

tangua VLtanga ' ^ » a &*•• 

Soit 6 = a a, on aurait pour leur .trîplication la 
formule : 

R — tangatang2t3k 
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dans laquelle si on substitue la valeur de eang 2a, 
on aura • 

XXXII. Le dëyeloppement des formules tri^fonomëtri- 
ques , considéré dans toute sa généralité , forme une bran- 
che importante de l'analyse , sur lacpielle on peut consulter 
Texcellent ouvrage d*£uler, intitulé : Jntroductio in anal. 
In/,, ou sa traduction par M. Labey. Nous croyons ce- 
pendant devoir démontrer encore les formules qui servent 
à exprimer le sinus et le cosinus en fonctions de Tare, 
formules dont la connaissance est supposée dans la note ▼ 
et qui d'ailleurs sont nécessaires pour la construction des 
tables. 

£ t d'abord , supposant le rayon z=: i , ce qui n'altère pas la 
généralité des résultats, on a la formule cos* A+sin' A= i^ 
dont le premier membre peut être regardé comme le pro- 
duit des deux facteurs imaginaires cos A +V^-— ' i ^^^ A et 
cos A. — {/ — I sinA* Si on multiplie ensemble deux fac- 
teurs semblables cos A+v^— ■ i sinA^ cos B-|-v/— ■ i sinB^ 
le produi^ sera cos A cos B — sin A sin B -f- («/i A cos B 4- 
sin B" cos A) v/— i , et il se réduit par conséquent à la forme 
cos (A4-B) + \/ — I sin ( A-hB) , laquelle est semblable à 
chacun des facteurs. On^ donc eu général 
{cosA-\'i/--isinA) {cosl^-\^^isinB)==cos{Ar\''S^^ 
et il est remarquable que la multiplication de ces sortes de 
quantités s'exécute en, ajoutant seulement les arcs , ce qui 
est ime propriété analogue à celle des logarithmes. On en 
conclura successivement 

{cosA+\/'»\sinA){cos A+^^-xsin A)=cof2A-|-^— i/iitaA 
(co^A+V-i«>ïA) (<?o^aAH-t/'-i««a A)=caf 3 A-H/^— I sin^A 
{cos A+^'-i sin A) (c?o^3A+l/-iw/i3A)=cof4A-ïH^-ixi/i4A 

etc. 
Le premier produit est égal à (co^ A-hV^ — i sinAy^ le 
second est égal à (co^AH-v/— i sinAY\ et ainsi de suite. 
Donc en général , n étant un nombre entier quelconque , . 
on aura 

(cox A-hv^— I «>i A)'*=ccw/iA+i/'— I sin nA. 
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Dé là x^solte^ ett^cbangesnt le signe de (/'— ^ i , 

{^cos A — v/ — I sin A)'*= cos n A — ^ — i sin n A, 

et de ces deut équations qni^ont une suite l'une ^e l'autre, « 

on déduira les valeurs séparées de sin « A et cos n A, savoir: 

«wi» A=t(^«>^A.-H^— I sinK)^-\-\{cosk. — v^— i smKf 

sin /iA==— ^C^^^-^+W^"*^ smltCf — ^ ' ^( go^A-^i^-i *m A)" 

xxtin. Si on veut exprimer lés mêmes quantités en 
séries , il faudra développer par la formule du binôme 
{^cos A -4- y/— 1 sin A)*,- ce qui donnera 

ra»^A-^-«w«^*AW«A|/--i~^î.^^^cOtf*--'A«/i*A • 
I i.îà - 

n.n-^i.» — a _rt j . • .» . ».n — i.n — ^a.» — 3 f«_i » .a» 

-co>r*^'Af*«*Av/-iH =-- — cof'*^*A«/i*A+elc, 



i.a.$ . i-a 3.4 

Et cette quantité étant la valeur de cos n A-HZ—i sin it A , 
on égalera séparéqient la psnrtie réelle à cos, nJL » et la partie 
imaginaire à V/^— ^i sin is A* On aura donc 

^wiiA=gof"A>^:^cQf"-^A^//2'A+ "'"^'' />-a-g-3 ^^^»-^^,Vî^A-elc. 

#»i nA=zn coJ^ — * A^z« A- '*''*'^''*^^ cqj" — 'A sin 'A + etc , 

séries dont la loi est facile à saisit^ , et au moyen desquelles 
on trouve le sinus et le cosinus d'un arc multiple de A) 
d'une ittamere beaucoup j^ns prompte que par ies opéra- 
tiwift iadiquée^avU XXIV. 

xxxiT. Puisqu'on a sin A=2cos A tang JL, ces séneS 
peiivent se metlre ftous la forme 

\ i.a . ï.a.3.4 , / 

^- A M./» A '*•« — i*/?-a «^ \ 

*«^ «Arrcoj^f - tang h. — ■ ■ tang^JL+ etc. 1 

• \i I • 2 • j ^ 

Soit/t:^--^, on aura, cû substituant cette valeur et 

- 'A • • - I 

consetvjBnt ûependttnt I0 ftetimv coi^ A » 



eosx=xo^k( i-T — — Ti — H-?-sv- ~- f. ? -etc> 1 

\ 1.2. A' i.a.3.4 A* y 

Dans ces formules oh peut prei^4re Al vpjpiit^; KUppasont 
A très-petit, alors —2 — ^era très-peu différent de Tunité, 

A 

paroa que la taii^Biie' ètniÊt arc tr{»-petît est presqu'égalê 
à Tare* Cependant , tant que Taic n*est piis xçs^ « on j| 

tang A>A (i) ou — ^^— > i ; on ft étf mène temps 

* . ■ • A. 

. . . , V ,' iarigh. làngK * tarig K. i _ 

A>«/»A(a): donc — : — <-* — t^oh-^ — < -. De 

—A suiS. \ A > cof A ' 

là on voit <|;ae (eiraj^rt ' . ^ esl^onjouvttopfttpfffaefeti». 

les limites i et --. Soit Arzo. on aura cos Asisi t done 

cosK ' 

tangA. I ^ 

puis<|ue est compris en,tr^ i «t .^...^^ , i^ f^o^ra ^*qa , 

A ' coâ A 

êangÂ, ^ ...;'/ 

ait exactement — - — = i. Do»c on luMift Assq ^ on aatm 
A 

^ / a?» a?* a?* - \ 

V*^ i.a i.a.3.4 x.^.3.4.5..Ç / 

'\'r'' *• ** \ 

sina:=cos^AA or— r—H ^--r -—retc.L^ *» 

\ i.a.5 z.a.â.i'i) I ' 

n reste à voir ce que derient cia^ A , lorsque A diminue 
de plus en plus , et derient enfin %éro* Or on a — f-7 =:: 

sec* A,=zi-^tang^ A;àoiyicos Az=:(^i+tang* A)^ * «donc 
c^A=(i-Ktf/ig^A)7^=:i-"<to/ig'* A-h?-^Hp<»j|g^A-ctp. 



(i) AT est pins grand qae AMr parce qae le triangle JkTG eat aa Mc- £g. x^ 
leur ACM : : i^TX \ AC IÀU>Ç ^^C : : AT : AM. 

(a) AIK «^t|iju$ 9^4 ^« lifUP,.pafçf^ 91a y«ç I^JiC 1^ j^M omA • 
quejM corde MN. ^ ••.•*»;'> 



etc. 
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Substituant au lieu de n sa valeur -r- 9 on aura 

là A» a. 4 A* 

Si Ton imagine maintenant que A diminué de plus en plus , 
X restant la même , la valeur de cos^ A approchera de plus 

en plus de Funité; enfin, si l'on fait A=o et ^^ = 1, 

JO. 

on aura exactement cos'^ A=:i. Donc on a les formules 

X* a?* «* 

cosxz^i 1 ■ r-7;-f-etc. 

1,% i.a.3.4 z.a.3.4*5.o 

«' X* 

sinx'six -H- r*— etc. 

i.a.3 I. a. 3. 4*5 

par lesquelles on pourra calculer le sinus et le cosinus d'un 

arc dont la longueur est donnée en parties du rayon pris 

ponr unité. 

xxxT. Ces mêmes valeurs peuvent être exprimées d*une 
manière succincte, par le moyen des exponentielles. Pdur 
cela , il faut se rappeler que e étant le nombre dont le loga- 
riibme. hyperbolique est z , on a 

» z' z* z^ 

e» = i + - + — H -'\ r-;+etc. 

z z.a . z.a.3 z. 2.3.4 

Si , dans cette formule , on fait szscy/— i, ilen résultera 

e**^-"'=zH -H — I — -—etc. 

z Z.2 z.a.3 - z.a.3.4 z.a. 3.4*5 

On aurait semblablement en changeant le signe de \/— - z 

mX^/^x ^ ne\/ — I ar' ar'v^ — z a:* i?* \/ — z 

z z.a z.a.3 z.a.3.4 z.a.3.4«5 

De là on tire 
e'^-^+é-^^-'^ x^ X* 

T h — Mft. 

^ z.a z.a.3.4 

tf«^— »_ij-«v/— I xr a:^ 

_ — 1 . ■ -sa:-*- ■■■ H- -,— etc. 

ay/— z ^z.a.3 z.2.3.4.5 

séries dont les seconds membres sont les valeurs trouvées 

ponr cos x et Hn x. Donc on a 
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COS X = I .1 « ■ I SIH X = . 



,. , „ . e*>^-"'_^-«^-' sinx 

d ou 1 on tire — -— =v^ — l, zz^^^itangx. 

formule dont on a fait asage , note ir. 

Les mêmes foimules donnent **v^ — *:^zeosx+^^t sinx, 
tf «v'— I sscoj X — v/ — I «/i x; donc , en diyisant Tune 

«ii.%r— .t coi « + v/ — I #«1 a? 

par 1 antre , on aura e** ^ * = : — =: 

COS x— \/ — X ^iit ;e 

î+V/— I tangx - - , , » , , . 

r -^— , ou en prenant les logarithmes de chaque 

I — v^— I iangx 

membre, aarv^— i =:log.l )• Maison 

\x — \/ — 1 tangx/ 

sait que log. ( ) =: «+-«»+ -a* 4-elc. ; mettant 

donc y/ •— X tang x au lieu de z ^ et diyisant de part et 
d'autre par a v^ — - i , on aura 
xz:^tan^x — j tan^ x+\ tang* x-^^j tang ^ x+ etc. 
Formule très-simple qui sert à calculer l'arc par sa tan- 
gente , lorsque ceUe-d est plus petite que l'unité. 

xxxYi. Pour appliquer les formules précédentes à la 
détermination du sinus et du cosinus d'un arc donné en 
degrés et parties de degré , il faut avoir la longueur de cet 
arc exprimée en parties du rayon , ou , ce qui revient au 
même , if faut avoir le rapport de cet arc au rayon. Or, le 
rayon étant i , la demi -circonférence ou l'arc de aoo* 
==3. i4i% a6535 89793a. Soit ce xMnnbte^siv, la lon- 
gueur de Tare — . 100^ sera—. — ;donc si on fait dans les 



a 



formtdes précédentes x =—«-.•—, qu'ensuite on remette'^ 

la valeur de ir , et qu'on calcule les coefficients jusqu'à seize 
décimales , on aura les formules suivantes : 



Mo 



^tfeôifôiiiî^îilff.' 



smi 



1.57079 6%%ûj 948966—- 

—0.64596 40975 o6a463--r 
. / nr 

-1-0.07969 26262 46167 

—6.60468 17641 35'iié7-^ 
+0.06016 ôî4ii 847874 



Ç». 



Il 

n 

HT 



i.(Mdt>coooôo 000000 



— i.2337Qo55oî 361698 — 
fi* 

4-0.25366 95079 010480^-T 



+0.00091 92602^748394 



—0.00000 35988 432352-^ 

m** 
+0.00000 00669 217299 -—i^ 



.m* 



-—0.0000000006 6a8o35— ^ 



m 



+0.00000 00000 060669 — j 



>.odioéébdé6o èoo438^^^ 



+0.00000 00000 ooooo3- 



..Ô2o8'6 34807 63353o 



nC 



m' 



.00002 52020 42373 r— 

in** 
+0.00000 04710 874779 



^000106 00063 866o3i 



«** 
i< 
+d.ëooèât)oooo^6S6596— - 

... m 

— o.bbooo oooob oo52q4 — 7 
n 

M 

+0.00000 00000 000034 



[ Les sînus et cosinus des arcs depuis zéro jusqu'à .5o% 
comprenneiit les sinu^et cosinus des arcs depuis So** jusqu'à 
100% car on a sin (5o'*+2;)=coj (5o"— «) et cos (5o'*+sî)=: 
sîn (5o' — z). Donc, dans les formules qui donaent les 

Tâleurt dé^ j{/f — 100* et cm-^^ ïi?o*, on pourra toujours 

iupposer — <-; de sorte qwe les séries seront tellement 

convergentes, qu'il n'en feiudi^a jamais calculer qu'un petit 
nombre de termes, sUr-tout si on n'a pas besoin de beau- 
coup de décimales. * 
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Si on fait successivement — =—,—,—-.—, — ,on 

trouTcrt les résultats soivauta : . . . . 

sin 10^ =; ços 9^^ =:; o. |5Ô4S kk^io I^^tAi 
sm %o^ =s <«^ .60^ ;;=: o. ^oi 6994^ 74047 
W#i 30*" sis <w 70^ 3* a. 4&^ o«t97 39H7 
sm 40"* ai <w ék»*^ ::=s a. Ô877B KB&ta y»475 
^ût âo"" :t= c6tf 66'' s o»709io67Sii.8654ft 
j/t? 60® =: co/ 40**= o. 80901 69943 74947 
sin 70* Si cos 3o*^ = 0. 89100 65a4i 88368 
sin 80^ = cos uo^ := o. 95xo5 65i6a 95x54 
sin go** = co* io<* =? 0.98768 834o5 95i38 
#212 100^ ^s: cùs o^ zsz I. 00000 iooooo 00000 

lesqpiels s'accordent avec les formules algëbriqpMS du n^ %%4 

étn X 

On trouvera pareillement , en faisant — = — , la même 

n ido 

-«aleiir de sm t"^ qaW a trowrée ti? 26 ) et la grande facilité 

aTec laquelle on parvient à ces résultats , est une preuve d« 

rexodlence de la méthode. 

De la construction des tables de sinus* 

XXXVII. Les savants utiles à qui on doit la première con- 
struction des tables de siiius, ont fondé leurs calculs sur des 
méthodes ingénieuses , mais déni Tapplication était fort 
pénible. L'analyse a fourni depuis des méthodes beaucoup 
pins expéditives pour remplir cet objet; mais les calculs 
étant déjà faits , (%s -méthodes seraient restées sans appli- 
cation , si rétablissement du système métrique n'eût fourni 
Toccasion de calculer de nouvelles tables conformes à la 
division décimale du cercle. 

Pour donner une idée des méthodes qu'on peut suivre 
dans la construction des tables , supposons qu'il s'agisse de ' 
calculer les sinus de tous les arcs de minute en minute , 
depuis I minute jusqu'à loooo minutes pu lop degfés; nous 
ferons le rayon=:i , l'are d'une minute = â^ et d'abord il 
faudra trouver le sinus et le cosinus de l'arc a avec un 
grand degré d'approximation. 

Le rayon étant i , on sait que la demi-circonférenee ou 
l'arc de aoo'Vsd ,.x4i59 ft6535 89793a; divisant ce nombre 
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parooooOyOnararcde f ^ oaâco.oooi5707963A6794896S, 
valeur exacte jasq[ae dans la vingtième décimale. Quand an 
arc est très>petit, son sinus est sensiblement égal à l'arc, 
ainsi on'a à très-peu près sin a =0.0001 5 70796 82679 
48966. Mais cette valeur est déjà en erreur à la treizième 
décimale , lacju^Ile n*est que le dixième chiffre significatif. 
Pour en avoir une pins exacte, le moyen le plus simple est 
de recourir aux' formules de l'art. B6 , -dttis lesquelles , si on 



m 



fait— ■= . on aura immédiatement . par les deux on 

n 10000 

trois premiers termes de chaque série, 

Aff â=r 0.000 1 5* 70796 3ao33 5a5563 
cor a =:: 0.99999 99876 62994 52400 5253 
valeurs exactes jusqu'à la vingtième décimale pour le sinus, 
et jusqu'à la vingt^quatrieme pour le cosinus. 

XXXVIII. Connaissant le sinus et le cosinus de l'arc d'une 
minute désigné par a, pour en déduire successivement les 
sinus de tous les arcs multiples de â > on fera dans les for- 
mules de l'art. 22,/? = ar + a,g= «— «. La première et la 
troisième donneront par cette substitution , et en faisant 
toujours R=,i, 

sin {x+a)z^ik cas a sin X'-^sin (x "^a) 
cos (a?+a) = 2C0f acoyor-i—cof (a? — d) 
Il résulte de ces formules que si on a une suite d'arcs en 
progression arithmétique, dont la différence soit a, leurs 
sinus formeront une suite récurrente dont Téchelle de 
relation est 2 cos a, — i, c'est- àr dire, que deux sinus 
consécutifs A et B étant calculés , on trouvera le suivant C, 
en multipliant B pav 2 cos a, A par — i , et ajoutant les 
deux produits , ce qui donnera C=2B cos a^-^K. Les co- 
sinus des mêmes arcs formeront également une suite récnr- 
.rente dont l'échelle de relation est %cos a, — i : on aura 
donc successivement. 



sin 0=0 

sin 41 ^sn sin a 

sin 2a = 2 caç a sin a 

sin 3a == 2 cos a sin 2a-^sin a 

sin 4a = 2^ cos a sin 3a - sin %a 

sin Saz=z%cosa sin f^a^^sin 3ii 



cos o=zi 
cos a^zcosa 
cos aa zr*. 2 cos a cosa-^ i 
cos 3a =: 2 cos a cos 2a— cos 1» 
cos 4a ==: 2 COS0. cos 3a — cos%a 
cos 5az=:^cosa cos /ia^^cos'^a 
etc* 



XXXIX. U ne s'agit plus que d'exécuter les opérations in« 
(liquées , en substituant les yalenrs de sin a et cos a. Si on 
veut construire des tables de sinus avec xo décimales , il 
suffira de prendre les valeurs de sin a et cos a approchées 
jusqu'^à i6 décimales, savoir: 

. M/2a = o.oooi5 70796 3ao335 
cof «1=0.99999 99876 629945 

mais comme cos a diffère très-peu de l'unité , il j a un moyen 
^d'abrévîationdont il faut profiter. Soit i = a ( i •— cof a)=: 
o.ooo'oo 00246 740x10 9 on aura 2 co^a=2— «X*^ ce qui 
donnera , 

sin (;r+û) — sinx:=zsinx^^sin (a: — a^-^ksinx 
cos(^x-\-a)'^^€OSx:=:icosx^^cos (ar— a)— ^ciwjr. 

Pour avoir le terme sin (a;+ a) il suffit d'ajouter au terme 
précédent sin a: la, différence sin {x'-\-a)-^sinxy laqudle 
sera toujours très-petite : or cette différence est , suivant 
la formule , égale à une différence semblable déjà calculée 
sinx'^sm(^X''^a) ,moins le produit de sin x par le nombre 
constant k. Cette multiplication est donc la seule opération 
un peu longue qu'on ait à faire pour déduire un sinus des 
~deux ^écédents; mais il faut observer x^ que Ton n'a be- 
soin de connaître le produit que jusqu'à la seizième déci- 
male , ce qui donnera fort peu de cbiffres à calculer^ 2^ que 
ces multiplications peuvent être abrégées beaucoup en for- 
mant d'avance les produits du nombre constant 24674oi xo 
par 1,2,3 jusqu'à 9 ; car, par ce moyen, on aura immé- 
diatement les produits partiels qui résultent des différents 
chiffres dti multiplicateur sin x , et il ne restera plus qu'à 
faire l'addition de ces produits , en se bornant toujours à 
la seizième décimale. 

Les mêmes procédés devront être suivis dans le calcul des 
cosinus; et, lorsqu'on aura prolongé l'une et l'autre série 
jusqu'à S'o"*, la table sera complète. 

XL. Il est nécessaire , nous le répétons , de calculer les 
sinus avec x6 décimales , c'est-à-dire avec cinq ou six dé- 
dmales de plus qu'on n'en veut avoir réellement ^ afin 
d'être assuré que les erreurs , qui peuvent se multiplier 
dans le cours de Soôo opérations , n'influeront cependant 

Douz* id^ a4 
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pas sur la dixième décimale des derniers résultats. Le calcu 
fait, on retranchera les décimales superflues et on ne con- 
servera dans la ta^le que dix décimales. 

Au reste , quand il s'agit d'exécuter tant de calculs , on 
doit chercher à vérifier les résultats aussi souvent qu'il est 
possible. Dans l'exemple que nous avons apporté d'une 
table calculée de minute en minute , il serait nécessaire de 
calculer préalablement les sinus et cosinus de degré en de- 
gré, ce qui fera , de 100 termes en lot) termes , une vérifi- 
cation très-utile. Or , pour calculer les sinus de degré en 
degré 9 on a les formules et les valeurs qui suivent : 

sût (^-h i°)^'Smxzzisin x — sin {^x—'\'*^'^hsinx 

cos{^x-\-\'*^^-^cos x-zncosx — cof (aj — 1") — hcosx 

sin i° = o. 01570 73173 11820 676 

cos i* = 0.99987 663^4 81660 5gg 

^=r2(i—cof i")=o. 00024 67350 36678 802 

Le» ainus cal<plés cle degré en degré se^vérifieront eux- 
m^nes de dix en dix par les valeurs déjà connues de sin lo^ 
sin 20^* y etc. Enfin lorsque la table entière est construite , 
on peut encore la vérifier de tant de manières qu'on voudra 
par l'équation 
/î>l(i'oo*— «)-hy/«(2 o°— jî) -{'Sin(i o*-f-iîp)=^i/2(6o**— j?)-fvyi/2(6o**-Hr). 
xLi. Les sinus , tels qu'ils résultent des calculs que lious 
venons d'indiquer, sont exprimés en parties du rayon, et 
on les appelle sinus naturels; mais on a reconnu dans la 
pratique , qu'il y a beaucoup d'avantage à se servir des loga« 
rithmes des sinus , au lieu des sinus eux-mêmes ; en consé- 
quence la plupart des tables ne contiennent point les sinns 
naturels , mais seulement leurs logarithmes. On conçoit qne 
les sinus étant calculés , il a été facile d'en trouver les loga- 
, rithmes; mais comme la supposition du rayon =1 rendrait 
négat:fs tous les logarithmes des sinus, on a préféré de 
prendre le_rayon=: 10000000000, c'est-à-dire , qu'on a mul- 
tiplié par 1 0000000000 tous les sinuS trouvés dans la sup- 
position du rayons i. Par ce moyen le rayon ou sinus de 
xoo**) qui se rencontre fréquemment dans les calculs , a 
pour logarithme 10 unités, et il faudrait que les angles 
ItisseAt beaucoup plus petite qu'où ne les rencontre dans la 



pratique, pour cpie leurs sinus eussent dei logarithmes 

négatifs. 

Les logarithmes des sinus étant trouvés , on en déduit 

très-aisément les logarithmes des tangentes par de simples 

Ksmae i- \: 
soustractions 5 car , ptusqu on a tangx:=z — — w, il s'ensuit 

€OS'JS 

iog, tang ;r ==: X o + log, sin. x •— log. cos â?« Quant aux loga- 
rithmes des sécantes, ils se trouveraient d'une manière 

B.» * 
encore plus simple, à l'aide de l'équation sec. xzn 

*^ cos X 

C'est parce qu'on peut y suppléer si facilement qu'on n*iii- 
9ere dans les tables que les logarithmes des sinus et ceux des 
tangentes. 

U resterait à expliquer l'espèce d'interpolation dont on 
se sert, soit pour trouver les logarithmes des sinus et tan- 
gentes des arcs qui contiennent des fractions de minute, 
soit pour trouver l'arc qui répond à un logarithme donné 
de sinus où de tangente , lorsque ce logarithme tombe entré 
deux logarithmes des tables. Mais pour cei^ détails on ne 
peut mieux faire que de consulter l'explication dont les 
tables sont toujours accompagnées. 

Principes pour la résolution des triangles 
rectilignes. 

XLii. Dans tout triangle rectangle le rayon 
est au sinus d*un des angles aigus ^ commePhy- 
poténuse est au côté opposé à cet angle. 

Soit ABC le triangle proposé rectangle en A; du H^^ 
point G, comme centre, et du rayon CD, égal au 
rayon des tables, dëcrivez Tare DE qui sera la me- 
sure de Fangle G ; abaissez sur GD la perpendiculaire 
EF qui sera le sinus de Fapgle C^Les triangles GBA, 
CEF sont semblables et donnent la proportion CE : 
EF::GB:]BA; donc 

R;mC:;BC:BA. 
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xLiii. Dans tout triangle rectangle le rayon 
est à, la tangente d'un des angles aigus, comme 
le côté adjacent à cet angle est au côté opposé. 
Ayant décrit Tare DE, comme dans Farticle pré- 
cédent, élevez sur CD la perpendiculaire DG qui 
sera la tangente de l'angle G. Par les triangles sem- 
blables GDG, GAB , on aura la proportion GD : DG 
::CA:AB;donc 

Ti: tang C::CA:AB, 
xijv. Dans un triangle rèctiligne quelconque 
les sinus des angles sont comme les côtés opposés, 
H'i* Soit ABC le triangle proposé, AD la perpendicu- 
laire abaissée du sommet A sur le c6té opposé BG, 
il pourra arriver deux cas : 

lo Si la perpendiculaire tombe au -dedans du 
triangle ABC , les triangles rectangles ABD AGD 
donneront , suivant Fart, xlii, 

R:5ihB: AB:AD 
R:5««C :: AC:AD, 
Dans ces deux proportions , les extrêmes étant 
égaux , on pourra , avec les moyens , faire la pro- 
portion ^ 
sin G : sin B :: AB : AC. 
Ug.S. *jo Si la perpendiculaire tombe hors du triangle 
ABC, les triangles rectangles ABD, AGD donne* 
ront encore les proportions 

R: «71 ABD:: AB:AD 

R:imC^- AC: AD: 

d'où l'on déduit sin G : sin ABD :: AB : AC. Mais 

'angle ABD est supplément de ABC ou B; donc 

, sin ABD:=zsin B; donc on a encore 

sin G : sin B :: AB : AC. 
, xLv. Dans tout triangle rèctiligne le cosinus 
d'un angle est au rayon, comme la somme des 
quarrés des côfés qui comprennent cet angle 



moins le quarré du troisième côté^ est au double 
rectangle des deux premiers côtés; c'est-à-dire 
qu*on a : 

c<?5 B : H : : AB+ BC— Âc": a AB X BC, ou coslî^ 

j. ÂB+BC— AC' 

^ a AB X BC * 

Soit encore abaissée du ^sommet A la perpendi- 
culaire AD sur le côté BC : 

i^Sicettepèrpendiculairetombeau-dedanjsdutrian" fig. 4. 

Çle , on aura* AC*= ÂB + BC — 2 BC X BD 5 donc BD * «. S. 

= ^jijg ^.Mais dans le triangle rectangle ABD y 

on a R : sin BAD : ; AB : BD j d ailleurs l'angle BAD 
étant complément de B , on Sisin BAD = c(?5 B 5 donc 

R y BD 
cas B = — j~ — , ou en substituant la râleur de BD, 

...B=Rx.^ + ^-^' 



a AB X BC 

a® Si la perpendiculaire tombe au-dehors du trian- % 6. 
gle , on aura A C = AB + BC + a B C x B D*j donc B D * i3. 1. 

_ Acl-Â B— BC\, , j , . 

— a BC ^' ^* triangle rectangle 

BAD , on a toujours sin BAD, ou cos ABD =iLil-22. , 

AB 

et l'angle ABD, étant supplément de ABC ou B, on 
a*r^5B = — (?t>5ABD = — î^|5.; doncensub. •«. 
stituant la valeur de BD, on aura encore 

. co5B = Rx^+F7/^ 
aABxBC 

xLvi. Soient A, B, C, les trois angles d'un triangle 
.quelconque; a, b, c^ les côtés qui leur sont respec- 
tiyement opposés , on gura , suivait cette den^èrf 
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proposition cos B = R. . Le même principe^ 

étant appliqué à chacun des deux antres angles, don- 

è* + c» -^ a* 
nera semblablement co^ A =: R. ■', cos G 

a 6 c 

— n. 7 • 

%ab 

Ces trois formules suffisent seules pour résoudre tous 
les problèmes de la trigonométrie rectiligue ; car étant 
données trois des six quantités A,B,C,<z^&^c^ona par 
ces formoles les équations nécessaires pour déterminer les 
trois autres. Il faut par conséquent que les principes déjà 
exposés , et ceux qu'on pourrait leur ajouter , ne soient 
qu'une conséquence de ces trois formules principales. 



£a effet, la yaleur de cor B donne. 

sm\ B= R'— c<w* Br=R\-ï ^ — ^ ^ = 

(aa'ô» + aa*c*-|-aft*c'— «♦— i^*— c*)j donc 
jiVi B R 

Le second membre étant une fonction ^e a,b, c, dans 

laquelle ces trois lettres entrent toutes également, il est 

clair qu'on peut faire la permutation de deux de ces lettres 

. - , ... ' sîn'R sink^ sinC . . 

a volonté, et qu amsi on aura — - — =— -=r , ce qm 

bac 

est le principe du n® xlit. Et de celui-cî se déduiraient 
facilement les principes des no» xui et xliii. * 

XL VII. Dans tout triangle rectiligne la somme 
de deux côtés est à leur différence^ comme a 
tangente de la demi-somme des angles opposés 
à ces côtés y est à la tangente de la demi-diffé- 
rence de ces mêmes angles. 

Car de la proportion AB r AC :: sin C ; 5m B, on 
.«g4ei5, lire AC+AB ; AG— AB :: wViB+^i/iC : sinB—sia d 



MaÎ5, d'après les fonnules de l'art, xxix, on 

^ BH-C B— C 
sin B+w/2 C : sin B, — sin C :; tang : tang ; 

donc 

B+C B— C 

AC+AB : AC— AB :: tang : tarfg — ^-; 

% % 

ce qui est le principe énoncé. 

Avec ce petit nombre de principes , on est en 

état de résoudre tous les cas de la trigonométrie 

rectiligne. ^ 

Résolution des triangles rectangles. 

xLviii. Soit A l'angle droit d'un triangle rectan- 
gle proposé, B et C les deux autres angles; soit a 
l'hypoténuse, b le- côté opposé à Fangle B, et c le 
côté opposé à l'angle C. Il faudra se rappeler que 
les deux angles B et C sont compléments l'un de 
l'autre , et qu'ainsi , suivant les différents cas , on 
peut prendre sirp Czzrco^ B, sin "Rzzzcos C, et pareil* 
lement tang B=co^^ C, tang G=.cot B. Cela posé '9 ^ 
les différents problèmes qu'on peut avoir à résoudre 
sur les triangles rectangles se réduiront toujours aux 
quatre cas snivtants. 

PREMIEE GXS. 

xLTx. Etant donnés Vhypoténuse a et un côté 
b , trouver le troisième ^côté et les deux angles 
aigus. 

' Pour déterminer l'angle B, on a la proportion* ***** 
a : ft :: R : J/7Î B. Connaissant l'angle B, on connaîtra 
en même temps son complément loo® — B= C; on 
pourrait aussi avoir C directement par la proportion 
flvbM R :ocw C. 

Quant; au troisième côté^ c, il peut se trouver de 
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deux manières. Après avoir trouvé Fangle B, on 
'IKuij peut faire la proportion* R ; cot B :: b:c, qui don- 
nera la valeur de c; ou bien on peut tirer directe- 
• ment la valeur de c^ de l'équation c'=a' — b^ qui 
donne c=i/ (a* — i' ) , et par conséquent 

logc=\log{a+b\^^log{a—b). 

DEUXIEME CAS. 

1. Étant donnés les deux côtés h et q de l'angle 
droit, trouver Vhypoténuse a et les angles, 
tnau On aura Tangle B par la proportion * c : é :: R : 
iarig B. Ensuite on aura C=ïoo*^ — B. On trouve- 
rait au^si C directement par la proportion b :c :: 
tiitangC. 

Connaissant Tangle B , on trouvera Thypotenuse 
par la proportion sin BiiTi :: b :a; ou bien on peut 
avoir a directement par Féquation a = v^(^'-f-£?'); 
mais c<3tte expression, dans laquelle b^-hc^ ne peut 
se décomposer en facteurs, est peu commode pour k 
calcul logarithmique. 

T&OISISMB CAS. 

Li. Etant donnés l'hypoténuse a et un angle 
B, trouPer les deux autres côtés b et c. 

On fera les proportions R:sinB::à:bj Ricos B:: 
a : c, lesquell^ donneront les valeurs de 6 et c. Quant 
à l'angle C, il est égal ^au complément de B. 

QUATRIEME CAS. 

LU. Etant donné un côté h de l'angle droit, 
avec Vun des angles aigus j trouver l* hypoténuse 
et l'autre côté. 

Connaissant Fun des angles aigus on connaîtra 
Fautre, ^insi on peut supposer connus le côté &, e^ 
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Tangle opposé B, Ensuite, pour déterminer aeiC,oxi 
aura les proportions 

sin B:K:: b:a, R:co^B :: bic. 

Résolution des triangles rectilignes en 
général^ 

Soient Â, B, G, les trois angles d'un triangle rectiligne 
proposé , et soient a,byC,\es côtés qui leur sont res- 
pectivement opposés : les différents problèmes qui 
peuvent avoir lieu pour déterminer trois de ces quan- 
tités par le moyen des trois autres, se réduiront tou- 
jours aux quatre cas suivants. 

PRBMIEIEl CAS. 

LUI. Etant donnés le côté a et deux des angles 
du triangle^ trousser les deux autres côtés h etc. 
Les deux angles connus feront connaître le troi- 
sième , ensuite on trouvera les deux côtés b eXc par 
les proportions * , , ♦ xi^r, 

sin A : sin B :: a : b. 
sin Al i sinC :: a : c. 

DBUXIBUB CA^. 

Liv. Etant donnés les deux côtés a e^ b , ai^ec 
l'angle A opposé à Vun: de ces côtés ^ trouver le 
troisième côté c et les deux autres angles B e^ C. 

On trouvera d'abord l'angle B par la proportion 
a xb w sin A : 5m B. 

Soit M l'angle aigu dont le sinus •=' , on 

pourra , d'après la valeur de sin B, prendre ou B=;=M 
ou B=20o^ — M. Mais ces deux solutions n'auront 
lieu qu'autant qu'on aura à la fois l'angle A aigu et 
b>a. Si l'ongle A e$t obtus, B ne saurait l'être, 



aimi il n'y «m qu'une soluikm; et ri A ëcant aiga 
on a 6 < tfj il n'y aura non plus qu'une solution, 
parce qu'alors on a M < A, et qu'en faisant B = 
2oo<^ — M, on aurait A + B > ^où^j ce qui ne peut 
avoir lieu. 

Connaissant Ic;^ angles A et B, on en conclura le 
troisième G. Ensuite on aura le troisième côté c par 
la proportion 

sin A : sinC :: a: c. 

On peut aussi déduire c directement de Téquatlon 

b*-\-c*—a* ' hcosa f b* fin* A\ 

= afec ♦'^'^°'"' ^=-ïr±^(*' K^j' 

Mais cette yalenr ne pent se calculer par logaritlimes qu'au 
moyen d'un angle an^dliaire M on B, ce qui rentre dans 
la solution précédente. 

TaOISIBMB CAS. 

Lv. Etant donnés deux cotés ^eth avec V angle 
compris C , trouver les deux autres angles A et 
B et le troisième côté c. 

Connaissant TangTe C, on connaîtra la somme des 
deux autres angles A + B = 20o<> — C et leur demi- 
somme^ (A+ B) =^ lOO^^^-^C. Ensuite on calculera 
la demi-différence de ces mêmes angles par la pro- 
portion^ 

fl+A:a— i;:£a/^|(A+B) ovLCot\Z\tang\{h. — ^B) 
ob Fou suppose 4t>h et par conséqueut A> B. 

Ayant trouvé la demi-différence-^ (A — B), A ou 
l'ajoute à la demi-somme | ( A+ B) , on aura le plus 
grand angle A; si au contraire on retranche la demi- 
différence de la demi-somme , on aura le plus petit 
angle B. Car, A et B étant deux quantités quelcon- 
ques, on a toujours 

A = i(A-f-B)+HA-B) 
B = i(A-f-B)-i(A-.B); 



. Les angles A et B étant connut, pour aroir le troi« 
sieme cftté c^ on fera la proportion 
sîn A : sin C :: a : c. 
LYi. n arrive souvent dans les calculs trigonométriqaef 
que deux côtés a et ^ sont connus par leurs logarithipes } 
alors pour ne pas être obligé de chercher les deux nombres 
correspondants , on cherchera seulement l'angle f par la 
proportion b;a :: R : tangtf. L'angle 9 sera plus grand q[ue 
5o**, puisqu'on suppose a >èj retranchant donc 5o® de ç 
on fera la proportion R : tang ( (p — 5o** ) :: cotjCl long 
•^( A— «B), d'.oùron déterminera comme ci-des$us la valeur 
de ?( A-^B), et ensuite celles des deux angles A et B. 

Cette solution est fondée sur ce que tang ((p— «So° ) =3 

^* tang(ù — RWiZT^So®. «R wo v. 

^S-L 2 ; or tango =: — et tangSo^ = R ; 

Vi^+tang^tangSo^ h 

donc tang(o — 5o®) = --^^ -9 donc a + bia-^b :; R: 

a + b 

tang {(f—So^) :: co^iC:te7ig^i(A— B). 
Quant au troisième côté e , H peut te trouver direetâ*' 

„, -. cosC a^+b^—c* 

ment par léquation = : , qm donne css 

R % ab 

a»-4,^».-u Y Mais cette y aleurn'est pas coa^ 

mode à calculer par logarithmes , à.aioins que lei[ nombres 
qui représeateat a, b^ etcos C , ne soient très*si]&idM« 

H est à remarquer que la valeur de c peut aussi se mettre 
sous CCS deux formes : c=r 

ce qui se vérifie aisément au moyen des formules sin*-j C:=: 
^R* — JRcojC, coj^fC=-jR*4-7Rcoj C Ces valeurs 
seront particulièrement utiles , lorsque î'angie C étant très- 
petit , ainsi que a — b , on voudra calculer c avec beaucoup 
de prédsion. La dernière fait voir que c serait l'hypoténuse 

^01 f- C 
4*uii triangle recUngle formé sur las côtés {a^b) — - — 



v/(. 
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et (a— 6) ; et c est ce qu on peut aussi trouver paœ 

une construction fort simple. 
^•.^* Soit CAB le triangle proposé dans lecpiel on connaît les 
deux c6tës CB=a^ CA=^, et Tangle compris C. Du point 
Ccomme centre et du rayon CB égal au plus g^and des deux 
côtés donnés , décriyez une circonférence qui rencontre en 
D et £ le côte CA prolongé ; joignez BD; B£ , et menez AP 
« perpendicidaîre à BD. L'angle DB£ inscrit dans la demi- 
circonférence sera un angle droit , ainsi les lignes AF , BË, 
seront parallèles , et on aura la proportion BF : AE : : DF : 
AD::co^ D:R. On aura aussi dans le triangle rectangle 
DAF, AF,: DA :: sin D : R. Substituant donc les valeun 
DA=DC4-CA=a-l-^, A£=CE— CA=:flH-6, D=iC, 
on aura 

R ' R 

Donc en effet le troisième côté AB du triangle proposé 
est l'hypoténuse du triangle rectangle ABF , dont les côtéi 

sont («+*) _ et {a-^b) * . Si dans ce même 
R R 

triangle on cherche l'angle ABF opposé au côté AF , et 

qu'on en retranche l'angle GBD=>C, on aura l'angle B 

du triangle ABC. De-là on yoit que la résolution du trian- 

~ gle ABC , dans lequel on connaît les deux côtés a et bel 

Fangle compris G, se réduit immédiatement à celle du 

triangle rectangle ABF, dans lequel on connaît les deux 

JtTl-î- C 

côtés de l'angle droit, savoir : AF=:(a4-^) '^ «* 

BF = (a — h) — ^-4. Ainsi, par cette construction, ou 
R 

pourrait se passer de la proposidon du n® 47. 

QUATRIBMB CAS. 

Lvii. Etant donnés les trois côtés a , b, c , trou- 
9er les trois angles A , B , C. 

L'angle À , opposé au côté a, se trouve par la for- 
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mule cos A=R. , et on déterminera sem- 

% bc - 

blablement les deux autres angles. Mais on peut ré- 
soudre ce même cas par une formule plus commode 
pour le calcul Iogarithmiq[ue. 

. Si on se rappelle la formule R" — R co5 A =: 
a sirt" ^ A, et qu'on y substitue la valeur de 

cos A, on aura 2 sm* ^ A=R*. = 

% bc % bc 

sm\hz=R.y^ f ^ i^ -^—^y Soit, pour 

abréger, ^ (a + i + c)=:/?, ou fl + i+c=a/;, 6n 
aura a+i — c=z!^p — ac^o — b+cz=zikp — 2 t;donc 

*iA=Rv/(fciili£z:l)). 

Formule qur donne aussi la proportion 

Ac:(;;r-*)(/?— c)-:R":«ViA 
et qui est facile à calculer par logarithmes. Coa- 
Tiaissant le logarithme de sin ^ A, on connaîtra 7 A 
dont le double sera l'angle cherché A. On pourra 
faire de même par rapport à chacun des deux autres 
angles B et C. ,^ 

Il y a d'autres formules également propres à résou- 
dre la quet^tion. Et d'abord la formule R'+ R cof A:;:^ 

a cos* 4 A donne cos* \ A=R\ ^^ — =R*. 

4 bc 

jb-^-cY^a^ ^^^ ib + c-a) (fe + c + g). ^^ ^ 

U bç ^ bc 

faisant toujours a+ ô+c=:a/» , on a ô-|-c— a=^j»— a«; 

donc 



-'*=«>-0^)- 
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Cette TaWr étant etismte combinée nvec celle de sin\k 

donnera une autre formule , car ayant tang ~A=« 
on en tire 

V PP—a J 

Exemples de la résolution des triangles 
rectilignes. 

Lviii. Exemple I. Supposons qu^on veuille avoir 
4f*7^ la hauteur d'un édifice AB , dont le pied est ac- 
cessible. 

Ayant mesuré 4ur le terrain , supposé à-peu-près 
de ttirean, une base AD qui ne soit ni très-grande ni 
très-petite par rapport à la hauteur AB, on placera 
en D le pied du cercle ou dé Finstrument q[uelconque 
arec lequel on doit mesurer l'angle BGE formé par 
la ligne horizontale CE parallèle à AD , et par le 
rayon visud GB dirigé au sommet de l'édifice. Sup- 
posons qu'on ait trouvé AD ou G£=:67.84 mètres 
et l'angle BCE=: 45^ 64' ; pour avoir BE , il faudra ' 
résoudre le triangle rectangle BGE dans lequel on 
connaît l'angle G et le côté adjacent £G. Ainsi, 
d'après le cas tv, on fera la proport?,ou R ; umgJ^^^ 64'' 
::67,84:BE. 

L. ^^^§^45" 64' 9.94o3a63 

L. 67.84 ...... .. i.83i4868 

Somme — ■/og^Rzz:. .... 1.7718121 

Ce logarithme répond à Sp . i3o, ainsi on a BE=i 
i^^. 1 3. Ajoutant à BE la hauteur de llnstnunent 
CD ou AE que je suppose i™. 12, on aura la hau- 
teur cherchée AB^=:6o». 2f>. 
Si dans le même triangle BEC on veut coniudtri 
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rhypotënuse BG, on fera la proportion 005 4^^ 64' 
^ R:: 67.84 :BC 

L, R4-I. 67.84 ... . ii.83i4858 
L.coj45°64' 9^8772784 

Différence x . 9642074 = L. BC. 

I)oncBC=89'«. ggS. 

iV. B. Si Ton ne voyait que le sommet B de l'édifice on 
du lieu quelconque dont on veut connaître la hauteur , on « 
déterminerait la> ilis tance BC comme il sera dit dans 
l'exemple suivant : cette distance et l'angle connu BC£ 
suffisent pour résoudre le triangle reetangle BC£ , dont le 
côté B£ augmenté de la hauteur de l'instrument , sera la 
hauteur demandée. 

£ix. Exemple IL Pour avoir Air le terrain la dis- fig.8. 
tance du point A à un objet inaccessible B , on me- 
surera une base AD et les deux angles adjacents 
BAD , ADB. Supposons qu'on ait trouvé AD=^ 
SSS'». 45, BAD= n5^ 48' et BDA = 4oo 8' , on en 
conclura le troisième angle ABD=44^ 44' 5 et pour 
avoir AB ^ on fera la proportion sin ABD : sin ADB 
: : AD : AB. 

L. AD. • • • . a. 7697096 

L. sin ADB 9*7699669 

Somme a. 5396785 

L. sin ABD. 9.8o8o3i4 

L. AB a.7316471 

Donc la distance cherchée AB=:639™. 07 

Si , pour un autre objet inaccessible G , on a 
trouvé les angles C;AD = 3p^ 17' , ADC= iSa^ 83% 
on en conclura de même la distance AG;:= 1202°^. 33. 

Lx. Exemple III. Pour trouver la distance entre fig. %à 
deux objets inaccessibles B et G , on déterminera AB 
et AG , comme, dans Fexemple précédent , et on aura 
eu même temps Tangle oomprii BACssBAD*^ 
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DAC (i). Supposons qu'on ait trouvé ABrirSSgn». 07, 
AC=i202»», 32, et Tangle BAC =1.76® 3i'; pour 
avoir BC , il faudra tfésoudre le triangle BAC dans 
lequel on connaît deux côtés, et l'angle compris. 
Or , d'après le troisième cas , on a la proportion 

AC + AB:AC — AB :: tang—^ :ti^ —^,m 

B — C 

1741.39 : 663-25 .: tang 61^ S4' ji long— ^ — 

L. 663.25. . ...... a. 8216773 

L.ffl«g^6i*84'i 10.1654748 

Somme. ....... 12.9871521 

L. 1741-39 ....... 3 .2408 960 

lj.tang-^^ ...... 9.7462561 

Donc • • -^^^= 32^ 37', 8 

2 

Mais on a — - — = 6i' 84', 5 

2 

Donc B = 94' 22', 3 

et C = 29^6'. 7 

Maintenant, pour avoir la distance BG, on fera la 
proportion sin B : sin A :: AC : BC, ou 

sin 94''22'. 3 : siA 76^ 3i ' : : 1202=». 32 : BC 
L. 1202. 32 ........ 3.0800200 

L. ^«176^31' 9.9692099 

Somme ....... î3. 0492299 

L. «/ï94*22', 3. ....'. 9.9982096 

L. BC 3.o5io2o3 

Donc la distance cherchée BC=: 1 124™. 66. 



(t ) H ponrraît amver que les quatre points A , B , C ,'1> , B© ftwiOt 
pas, dans un même plan; alors Tangle BAC ne serait pins la différence 
entre BAD et DAC , et il faudrait aroir , par une mesure direcUfli 
?alcur de cet angle î à cela près, l'opération sérail la mènie. 
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ui. Exemple IV. Trois points A, B, G, étant £9.9. 
donnés sur la carte d'un jiays, on propose de déter«^ 
miner la position d'un quatrième point M , d'où on au- 
rait mesuré les angles AMB, AMC; les quatre points 
étant supposés dans le même plan. 

Sur AB décrivez un segment AMDB , capable de 
Tangle donné BMA ; sur AG , décrivez pareillement un 
segment AMG capable de l'angle donné AMG^ les 
deux arcs se couperont en A et Âf , et le point M sera 
le point requis. Gar les points de l'arc AMDB sont les 
seuls d'où l'on puisse voir AB sous un angle égal à 
AMB; ceux de Tare AMC sont les seuls d'où l'on puisse 
voir AG sous un angle égal à AMG; donc 4e point M, 
intersection de ces deux arcs, est aussi le seul d'où 
Ton puisse voir à la fois AB et AG sous les angles 
AMB, AMG. Il s'agit maintenant de calculer trîgono- 
métriquement la position du point M, d'après cette 
construction. ^ 

Soient les données AB = 25oo?», AG=70oo»^ 
BG = 9ooo«, AMfl = 3oo 80', AMG = iaio 40'. 
Dans le triangle ABG , où Ton connaît les trois 
côtés, on déterminera l'angle BAG* par U formule •irn.' 

5iVfA=R\ ^75o.a-i5o ^.^(^v^^ntire2%5m|A= 

19.9384483, %5i/i^A=9.9(;9a24i ,^ A=76^3ï ' .5, 
et enfin A=i520 63'. Tirez le diamètre AD et joi- 
gne^ DB ;' dans le triangle BAD rectangle en B , 
on aura le côté BA = 25oo, et l'angle opposé BDA 
=:BMA = 3oo 80'; d'où résulte l'hypoténuse AD 

= -^^5ïTr=^5374". 6. Tirant de même le diamètre 

AE et joignant GE, on aura un triangle rectangle 
C AE dans lequel on connaît le côté AG = 7000 , et 
Douzt édU. ^ 25 
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Tangle adjacent CAE= AMC— ioo°=aio4o' ; d'oii 

Ton conclura AE=^^^-^^=74i5™. 

Maintenant si l'on tîre MD et ME , les deux'angles 
AMD, AME, étant droits, la ligne DME sera 
droite. Il reste donc à résoudre le triangle DAE dans 
lequel la ligne AM , dont il faut déterminer la gran- 
deur et la position, est perpendiculaire à DE. Or, 
dans ce triangle on a les côtés donnés ASi=5iy4*6j 
AE=74i5, et l'angle compris DAE=BAC-f-CAE 
— DAB= 1 04** 83 ' . De -là on conclura l'angle ADE= 
56^ g3 ' ; et enfin par le triangle rectangle DAM on 
aura AM=4i90™' 83. Cette distance et l'angle BAIH 
rt:iîa<» ay' déterminent entièrement la position du 
point M. 

. Nçta* Si on veut calculer les mêmes exemples au moyen 
des tables construites suivant rancienne division ^n cercle ^ 
il faudra changer comme il suit rexpression des angles- 
donnés, ou calculés; du reste toutes les valeurs logarith- 
miques et celles des côtés resteront les mêmes. 

^ Exemple i. Angle donné ÔCE = 4i**4' 33". 6, ou sim- 
plement BCE=: 41 '* 4' 30", car dans ces sortes d'opérations, 
quelques secondes de plus où de moins dans les angles, 
n'influent pas sensiblement sur les distances qu'on yeut 
déterminer. 

jEr. II. Angles donnés BAD = io3*» 55' 65". a, BDA=:36** 
Vi9"-a,ABD = 39^59'45". 6,CAD = 35^i5' 10". 8, 
ADC=ii9"3a' 49". 2. 

jEr. m. Angle donné BAC = 68** 40' 44''. 4, 

Angle conclu i-(B-f.C) = 55^ 39' 3?". 8. - 
Angles calculés J (B — C)=:29** 8' a4'^ 7 
. B=:84"48'2''. 5, C=:26Mi'i3". i. 
£x. IV. Angles donnés AMB=:27° 43' la", AMC = i09** 
,i5' 36'/, Angles calculés A==i37" aa' jl". a, DAE = 94 
ao' 49"i a° OAMtsioi^ a' 34". 8 . 



, Principes pour la résolution des triangles 
sphériques rectangles. 

Lxii. Dans tout triangle sphérique rectangle y 
le rayon est au sinus de V hypoténuse y comme 
le sinus d*un des angles obliques est au sinus du 
côté opposé. 

Soit ABC le triangle sphérique proposé , A son fig. 10-' 
angle droit , B et G les deux autres angles que nous 
appellerons angles obliques , et qui cependant pour- 
raient être droits Tun ou l'autre, ou tous les deux; je 
dis qu'on aura la proportion R: 51/1 BG :: sin^isinAG. 

Du centre O de la sphère, menez les rayons OA, 
OB , OG ; prenez ensuite OF égal au rayon des tables , 
et du point F menez FD perpendiculaire sur OA ; la 
ligne FD sera perpendiculaire au plan OAB, puisque, 
par hypothèse^ Vangle A est droit, et qu'ainsi les deux 
plans OAB ,OAG sont perpendiculaires entre eux. Du 
point D menez DE perpendiculaire sur OB , et joignez 
EF; la ligne EF sera aussi perpendiculaire sur OB, 
et ainsi Fangle DEF mesurera l'indinaison des deux 
plans OBA^ OBG, et sera égal à Tangle B du triangle 
ABÇ« Cela posé dans le triangle DEF rectangle en D^ 
on a R : sin DEF .: EF : DF ; or l'angle DEF=B , et 
puisque OF=R, on a TSe=zsin'EO¥=:sin BG, DF= 
sin ÀG. Donc R : sin B :: sin BG : sin AG, ou 

R : sin BG :: sin B : sin AGé 

Si on appelle a l'hypoténuse ou le côté opposé à l'angle 
droit A, 6 le côté opposé à l'angle B, c le côté opposé 
à Tangle G, on aura donc 

Kisma :: sin B : sin b :: sin G : sin c, 
ce qui fournit déjà deux équations entre les parties du 
triangle sphérique rectangle. 
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Lxïii. Dans tout triangle sphérique rectangle 
le rayon est au cosinus d*un angle oblique ^ 
comme la tangente de Vhjrpoténuse est à la 
tangente du côté adjacent à cet angle. 

lîs^io. Soit toujours ÂBG te triangle proposé rectan- 
glé en A, je dis qu'on aura R : coj B :: tang BG : 
long hS. 

Car en faisant la même construction que ci-dessus, 
le triangle rectangle DEF donne la proportion 
R : cos DEF :: EF : ED. Or on a DEF=B, EF=: 
sînhC^ OE=:co5 BC , et dans le triangle OED 

rectangle en E, on a DE = j| = 

cos BC tang AB j -o „ • r» r* 
5-2 — j donc R : co^ B :: smoC: 

^ j.^— :: — 5^:^a/iê^AB,ouenfin 

.R:co5B :: langBCitangAK 
Si on fait comme ci-dessus BGzzza et AB = <; 
on aura K : cos B :: long a : tang c ^ ou cos B = 

B^tangc tang c cota ta • • v 
- — S-« =i: — ^— . Le même principe appli- 
qué à ran£:le C , donnera cos C = ^^ = 
^ ° ' tang a 

tang h cot a 
R 

. I.XIV. Dans tout triangle sphérique rectangle 
le rayon est au cosinus d*un côté de Vangk 
droite comme le cosinus de Vautre côté est au 
cosinus de Vhypoténuse. 

^•10. Soit ABC le triangle proposé rectangle en A ^ je 
dis qu'on aura R : cos AB :: cos AC : cos BC. 

Car la construction étant la même que dans les 
deux propositions précédentes , le triangle ODF 
rectangle en D, où Ton a l'hypoténuse OF=R, 
doanera OD s co« DOFsscoj AC; ensuite le 



triangle ODE rectangle en £ , donnera O E = 

OD cos DOE cos AC cos AB ,_. . j , 
c=: -5 — = — . Mais dans le trian- 

gle rectangle O E F , on a O E = co5 B C ; donc 

x% r% cos A C cos A B . . 

cos B C = ~ , ou , ce qm revient au 

même, 

R : cos AC :: cqs AB : cos BG. 

Ce troisième principe sVxprime par Téquation 
R cosa=zcos b cos c; il n'est pas susceptible d'en 
fournir une seconde , comme les deux précédents , 
parce que la permutation faite entre b aie n'apporte 
aucun changement à l'équation. 

LXY. Au moyen de ces trois principes généraux , 
on en peut trouver trois autres nécessaires pour la 
résolution des triangles sphériques rectangles. Ces 
derniers principes pourraient se démontrer direc- 
tement, chacun par une construction particulière; 
mails il est préférable de les déduire des trois premiers 
par voie d'analyse , ainsi qu'on va le faire. 

T • ^ . .' « ^sin b '^ Vitangb 

Les équations sm B= — : , cos G= 2— 

* " sma tanga . 

, ^ , j. . . c(w C tang b sma 

donnent par leur division — ^ = — r^ . = 

' sm B sm b tang a 

cos a / . ^ 1 ^ . . . . N cos c ^ 

— - :=: ( suivant le troisième principe } ■■ . . Un 

a donc ce quatrième principe 

sin B : C05 C :: R : cosc^ 
duquel résulte aussi par la permutation des lettres 
sm Gicos B :: R: cos b. 

Le premier et le second principe donnent 

. ^ R sin b . „ Ktangc , ,, , ,, . 

sinB:z=: — : , C05 B = 2—. de la on déduit 

sm a tanga 

sin B tang B sm b tang a R sin b 

cos B R sin a tang c cos a tang c 

f . j . • • • • X R'srn b 

(en vertu du troisième principe) — rr : = 

^ r r / CQS b cas c tançç. 
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f?^ -, Donc on a ^our cinquième principe Véqua- 
sin c * 

^ R tanff b -n i • 
tion umg B = — — -^- , ou 1 analogie 

R : tang B :: sin c : tang è ; 
d'où résulte aussi par la permutation des lettres: 

V^itangC:: sinbitang c. 
Enfin ces deux formules donnent tang B tang C= 

1^* tang b tang c_ R^^ ^ . ^^ ^^^^^ ^^ ^^.^j. 

sin b sin c 'cos b cos c 

R* 
sieme prinbipe) • Donc R* =:co5 a tangB tang C, 

ou cot B oof C = R C05 a , ou 

tang B : cotC :: B: : cos a. 
C'est le sixième et dernier principe : il n'est pas 
susceptible do fournir une autre équation , parce qufi 
la permutation entre G et B n'y produit aucun ohan- 
gement. 

Voici la récapitulation de ces six principes doni 
quatre donnent chacun deux équations : 

I. R sin b = sin a sin B , R sin c = sin a sin C 

II. a tang b=z tang a cos C^ Ktangc'=tangacosB 
ni. R cos a ^zz cos b cos- c , 

IV^ R c(W B =z sin C cos b , R coj C =: sin Bcosc 

V. R tangb = sin c tangB , R tangc=zsin b tangQ 

VI. R cosa:=z cot B cot C. \ 

Il en résulte dix équations contenant toutes les rela- 
tions qui peuvent exister entre trois des cinq éléments 
B, G, a, b, c; de sorte que deux de ces quantités 
étant conufies avec l'angle^ droit, on connaîtra immé- 
diatement la troisième par son sinus , son cosinus, 
sa tangente ou sa cotangente. 

Lxvi. Il eit à remarquer que lorsquhm élément 
sera déterminé par «on sinus seulement , il y aura 
deux yateurs de cet élément, et par conséquent deux 
trias|[les qui satisferont à la question. Car le même 



siniu qtû convient à un angle ou à un arc, convient aussi 
4^ son supplément. Il n'en est pas de même lorsque 
Fëlëment inconnu sera déterminé par son cosinus, sa 
tangente ou sa cotangente. Alors on pourra décider, 
par le signe de cette valeur , si l'élément dont il 
s*agit est plus grand ou plus petit que ioo<>^; Télément 
sera plus petit que loo®, si son cosinus , sa tangente 
ou sa cotangente a le signe Hr 9 ^^ ^^^^ P^^^^ grand que 
loo** , si l'une de ces lignes a le signe — . On pourrait 
aussi établir sur ce sujet des préceptes généraux qui 
ne seraient que des conséquences des six équations 
démontrées. 

Par exemple, il résulte de l'équation R cos a = 
ces b cos c, que les trois côtés d'un triangle sphéiique 
rectangle ^ont tous moindres que loo^*, ou que des 
n'ois côtés deux sont plus grands que ioo<>, e^le troi- 
sième moindre. Aucune autre combinaison ne peut 
rendre le signe de cos h cos c pareil à celui de cos a, 
comme cette équation l'exige. 

De même l'équation R tang c = sin b tang C , où: 
sin b est toujours positif, prouve que tang G a tou- 
jours le même si^ne que tang c. Donc dans tout 
triangle sphérique rectangle un angle oblique et le 
côté qui lui est opposé , sont toujours de la même 
espèce; c'est-cnlire , sont tous deux plus grands ou 
tous deux plus petits que ioa<>* 

Résolution des triangles sphériques rectangles» 

ixm. Un tiiangle sphérique peut avoir trois angles 
droits, et alors ses trois côtés sont de 100^; il peut 
avoir deux angles droits seulement, alors les côtés op* 
posés sont tous deuif de ioo<> , et il reste un angle avec 
le cô^ë opposé qui sont mesurés l'un et l'autre par le 
même nombre d^ degrés. Ces ^ux sortes de triangles 
ns peuvent, comme on veit^ donner Heu à aucun pro- 
blème y on peut donc faire abstraction de ces cas parti- 
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culiers , pour ne considérer que les triangleis qui ont 
un angle droit seulement. 

Soit A l'angle droit, B et C les deux autres angles 
qu'on appelle angles obliques , soit a Thypoténuse 
opposée à Fangle A, & et c les côtés opposés aux 
angles B et G. Etant données deux des cinq quantités 
B, Cy a, b, c, la résolution du triangle se réduira 
toujours à. l'un des^six cas suivants. 



PREHIBR CAS. 



rxviii. Etant donnés V hypoténuse a et un 
côté b , on trouvera les deux angles ^ et Q et 
le troisième côté c par les équations 

. T» Rsfnb ^ tangbcota R 

sm B = — : — ;^cos C = 2-_ ^ cos c-=:-- 



cos a 



R ' '^ cosb 

L'angle C ne peut laisser aucune incertitude^ non plus 
que le côté c; quant à l'angle B , il doit être de même 
espèce que le côté donné b. 

DB1TXIEMB CAS. 

LXix. Etant donnés les deux côtés de Vangle 
droit h ctCjOn trouvera Vhypoténuse a et les 
angles B et C par les équations 

cash cos c ^ R tan^r b R tans e 

cosa= — , tûngB=z :^-, tangC= f- 

R smc T smb 

Il n'y a dans ce cas aucune ambiguïté. 

TROISIEME CAS. 

liXX. Etant donnés Vhypoténuse a et un angle 

B, on aura les deux côtés h etc et Vautre angle 

Cpar les équations 

. , sinasinB tangacosB cosatangB 
^'\^= 5 , toTïg'crz— ^.^^. , cotC= j^ 

Les éléments c et C sont déterminés sans ambiguité 
par ces formules ; quant au côté b^il aerfi de mèine 
espèce que Tangle B« 



QVÀTHIBHB CAS. 

Lxxi. Etarit donné le côté de V angle droit b 
as^ec V angle opposéB, on trouvera les trois autres 
éléments a^ cet Cpar les formules 

R sîn b tang b cot B ... R cos B 

sina R cosb 

Dans ce cas^ les trois éléments inconnus sont déter- 
minés par des sinus ^ ainsi la question est susceptible 
de deux solutions. Il est évident en effet que le trian- 
gle ABC et le triangle AB'G sont tous deux rectan- H^u 
gles en A, ont tous deux le même côté AC = * et le 
même angle opposé B = B'. Au reste, les valeurs 
doubles doivent se combiner de manière que c et 
C soient de la même espèce; ensuite Tespece de c et 
b détermine celle de a par Finspection de la formule 
cos h cos c=R cos a, miiis la valeur de a se déter- 
minera directement par Téquation sîn d= — ^-^* 
• *• 

CINQUIBMB CAS, / 

Lxxii. Etant donné un côté de V angle droit b 
nvec Vangle adjacent C , on trouvera les trois 
autres éléments a, c, B, par les formules 

cot b cos C sinbtangC ^ cosb sin C 
cotazzz — — -^tangc=i — ^— ,co*B= . 

Dans ce cas il ne peut rester aucuile incertitude sur 
l'espèce des éléments inconnus. 

SiXlEltB CAS. 

txsiii. Etant donnés les angles obliques B et 
G , on trouvera les trois côtés a , b , c , par les 
ormules 

cot li cote , R€<wB VicosC 

cos a — ^ , cos b = ^ • cos c rs . '■■ 

R sm'C sm 

Et dans ce cas il ne reste encore aucune incertitude. 
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REMARQUE. 

iixxiv. Le triangle sphérique dont Â, B, C^ sont 
les angles, et a , è, c les côtés opposés , répond tou- 
jours à un triangle polaire dont les angles sont sup* 
plémexits de» côtés a,b y c^eiXes côtés suppléments 
des angles Â, B, G; de sorte que si on appelle 
A', B',C', les angles du triangle polaire, et a '-^ b^,c', 
les côtés opposés à ces angles , on aura 

A' = 2000 — a, B'=2ooo — è,.C'=2oo® — c 

a'==îiooo — A, i' = 2O0** — B, c' = 20o®— -G. 
Gela posé, si un triangle sphérique a un côté a égal 
au quadrant , il est visible que l'angle coirespondant 
A' du triangle polaire sera droit, et qu'ainsi ce trian- 
gle sera rectangle. Donc les deux données qu'on doit 
avoir, outre le côté de ioo<? , pour résoudre le triangle 
proposé^ serviront à trouver la solution du triangle 
polaire, et par suite celle du triangle proposé. On 
pourrait tirer de là des formules semblables aux pré- 
' cédMtes pour résoudre directement les triangles 

sphériques qui oi^t Un côté de loo^*. 

Un triangle isoscele se partage en deux triangles 
rectangles égaux dans toutes leurs parties , ainsi la 
résolution des triangles sphériques isoscèles dépend 
encore de celle des triangles sphériques rectangles, 
fig. 19. Soit ABC un triangle sphérique ^ tel que les deux 
côtés AB, BG soient suppléments l'un de l'autre; si 
on prolonge 'les côtés AB, AG jusqu'à leur rencontre 
en D , ij est clair que BG et BD seront égaux comme 
étant suppléments d'un même côté AB ; d'ailleurs il 
est visible que les parties du triangle BCD étant c<m- 
nues, on connaît celles du triangle ABG qui est le 
Teste du fuseau AD , et vice versa. Donc la résolution 
du triangle ABG , dans lequel deux côtés font en- 
semble 2600, se réduit à celle du triangle isoscele 
BGD, ou à celle. du triangle rectangle: BD£ qui est la 
moitié de GBD, 



liorique les deux côtés AB, BG, sont soppUmènts 
l'un de Fautre, il faut que les angles opposés ÂCB-, 
BAC, soient aussi suppléments Tun de Vautre ; car 
BGD est supplément de BCA ; or BCD=^D= A. Donc 
on ne peut avoir a+c=:aoo<>, sans avoir en même 
temps A+ C==aoo<>, ce qui est réciproque. 

De là on voit que la résolution des triangles sphé- 
riques rectangles comprend , i^ celle des triangles 
sphériques qui ont un côté égal au quadrant ; 2^ celle 
clés triangles sphériques isosceles; 3^ celle des trian- 
gles sphériqua» dans lesquels la somme de deux côtés 
est de aoo<>, ^insi que celle des deux. angles opposés. . 

Principes pour la résolution des triangks 
sphériques en général. 

Lxxv. Dans tout triangle sphérique les sinus 
des angles sont comme les sinus des côtés opposés. 

Soit ABC un triangle sphérique quelconque, je dis % x3^ 
qu'on aura sîn B : sin C :: $in AC : sîn AB. 

Du sommet A abaissez Tare AD pe^endiculaire 
sur le côté opposé BC, les triangles rectangles ABD 
' ACD donneront les proportions 

sin B : R :: sin AD : sin AB 
'K:sinQ:\sinAC:sinAJy. 

Multipliant ces deux proportions par ordre et omet- 
tant les facteurs communs , on aura 

sin B : #m G :: sin AO : sin AB. 

Si^la perpendiculaire AD tombait au dehors du trian- fig. w 
gle ABC, on aurait les deux mêmes proportions 
dans Tune desquelles sin C désignerait sin ACD; 
mais comme l'angle ACD et Tangle AGB sont sup- 
pléments l'un de l'autre, leurs sinus sont égaut ; 
ainsi on aurait toujours sin B : 5m C :: sin AG : sin 

ab: 



Soient a, b, c, les côtés opposés aux angles A., B, G ^ 
chacun à chacun, on aura, suivant cette proposition, 
sin A :sin a :: sin B : sin b :: sin Cisin c; ce qui 
donne la double équation : . - 

sin A sinB sin C 

sm a'^ sin b*'^ sin c 

Lxxvi. Dans tout triangle spkérique le cosinus 
d'un angle est égal au quarré du rayon multi- 
plié par le cosinus du côté opposé , moins le 
produit du rayon par les cosinus des côtés adja- 
cents y le tout divisé par le produit des sinus de 
ces mêmes côtés : c'est-àrdire qu'on a pour Van- 

gh e, par exemple, cos C = smasinb ^' 

On aurait semblablement pour les deux autres 
r a — - R cos < 
sin b sm c 



, . R?c<v« — Rcojôcofc -_ 

aneles, cosA.=z r-r > et cos B = 



R" COS b — R cos a cos c 
sin a sine, 

ig. i5. Soit ABC le triangle proposé dans lequel on fait 
BC = a, AC = <&, AB = c, Du point O, centre de 
la sphère, tirez les droites indéfinies O^, Ofi, OC; 
prenez OD à volonté, et par le point D, menez DE 
dans le plan OC A et DF dans le plan 0GB, toutes 
deux perpendiculaires à OD, lesquelles rencontrent 
en E et F les rayons OA, OB, prolongés; enfin 
joignez EF. 

L'angle D du triangle EDF est par construction 
la mesure de l'angle que font entre eux les plans 
OCA, OGB, ainsi Tangle EDF est égal à Fangle G 
du triangle sphérique ACB : or dans les triangles 

•wT. DEF, OEF, on a* 

^ cwEDF DE+DF— ÊF * 

R ~ aDB.DF 
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cos E0¥ OË+OF— JF* 

R "~ aOE.OF. 

Prenant dans la seconde la valeur de £F, et la 
substituant dans la première, on aura 

cas EDF DE + DF — OE — OF+ a OE . OF f2î|2î 

~"r ~ ' 2DE.DF - 

Or ÔE — DÊ = ÔD'et 6F — DF = 6d\ on a donc 

,,-.- OE.OF.co^EOF— Ôd'.R 

coshm= ^^^^ . 

Il ne s'agit plus que de substituer dans cette équation 
les valeurs relatives au triangle sphérique : or on a 
«TXT, r. «^™ .«' OE R 





^>^^- «^ C., j^j. ,,^J)QJ. 


R 


OF R R OD c<wDOE 


sm b' 


DF sin J^OY sin a' DE smDOE 


cos h 


OD cos DOF cos a j. 


sinh' 


DF sin DOF sm a ^^^^ 




^ -, K* cos c — R cos a cos b ' 




sin a sm b 



Ce principe , qui , étant appliqué successivement 
aux trois angles , fournit trois équations , suffit pour 
la résolution de tous les problèmes de la trigono- 
métrie sphérique : il a, par rapport aux triangles 
sphériques, la même généralité que le principe de 
l'art. XLV, par rapport aux triangles plans. En efiPet, 
puisqu'on a toujours trois éléments donnés par le 
moyen desquels il faut déterminer les trois îiutres, 
il est clair que ce principe donne les équations né* 
cessaires pour résoudre le problème; équations qu'il 
appartient à l'analyse de développer ultérieurement, 
pour en tirer, suivant les différents cas, les formules 
le plus simples et les mieux adaptéei au calcul loga- 
rithmique. 
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LXXTii. Puisque le principe dont nous parlons est 

absolument général , il doit renfermer tous les autres 

principes relatifs aux triangles sphérîques , et notam- , 

ment le principe du n^ lxxy. C'est ce qu'il est facile 

devérifier. 

-o £c M.1JX !.• n R cos C'^'R.cos a cash 

En effet léquation cos Gzrs : r-- 

^ stnastno 

donne R» — cos* C ou sin^ G = 
K^sin*asin*lh-'K*cos*acos*b-\^%lVcosacosb€oso^R^cos' 
sin^a sm'b 

Or sin^ a sin* ft = (R* — cos* a) (R* — cos* b) = 
R* — R' cos* a — R* cos^ b + cos* a cos* 6. Donc en 
sttbsiituant et extrayant la racine, on aura 

A 

#i>iC= ' — :N/CR*-R'co#*^jt-R*coi*ô^R*cof*o+-2Rcafûco56cofc). 

êinasino 

Soit pour abréger Z = 

'^Z ( R* — R' cos* a-^^ti'cos^b — R* co5* c 74- 2 R co^ a cos b coscji 

on aura donc 

. ^ RÉ sinC RZ 

SinCz=z-z — — r-T> ou 



.-_ . . _. „j^ . ^*-j . ; ^ 

sin a sm b sm c sin a sm b sin c 

Lés yaleuFS de cos A et de cos B donneraient sem- 

blablement 

sînjL RZ sin'R RZ 

sin a sin a sin b sin c ' sm b sin a sm b sin c 

car la quantité Z ne change pas, lorsqu'on fait la 

permutation entre deux des quantités a, b^ c donc 

^^ ^^^ ^ ^^^ B sin C , , . • j 

^^ ^"TTT^ =-T-r = — — • , ce qui est le principe du 
sm a sm b sm c '- r r 

n** Lxxv. 

Lxxvni, Les valeurs que nous venons de trouver 
pour cos C Qt sin C, peuvent servir à trouver les 
angles d'un triangle sphérîque dont on connaît les 
trois côtés j mais il existe d'autres formules plus com- 
modes pour le calcul logarithmique. 

En effet, ni dans la formule R' <^ R pa« C ss; 
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2 sin^^C^ on substitue la valeur de cos Cy on aura 

s sin*^Q , cos G cas a cos h-\-sin a vin b^^Vicos c 

* — :zdi l-^ — — — = , 

B.^ K siii a sin b 

Le numérateur do cette expression rSe réduit à 

R cos (a— •A)-^R cos c; or, d'après la formule 

IV cos q — R cospzssi^sin^ {P+^) *''*7 {p — 9)*>^*i *xxvin. 

trouve R cos {a — b) — R co5 c=a sin^ (c — b+a) 

sin^ (c — a+b)'j donc 

/c+lf — a\ AHr« — *\ ^ 

R* sùi a sinb 



;=R»/^ 



sin sin i 



ou sin\ C . 

f sin a sinb ) 

Il est évident qu^on aurait des formules semblables 
pour exprimer sin^A et sin^B^ par le moyen des 
trois côtés a, b, c, 

i«xxix. Le problème général de la trigonométrie 
spfaérique consiste , comme nous l'avons déjà dit , 
à déterminer trois des six quantités A, B, C, 
ay b, c, par le moyen des trois autres. Il est né- 
cessaire, pour cet objet, d'avoir des équations entre 
quatre de ces quantités , prises de toutes les manières 
possibles ; or , six quantités combinées quatre à 

6.5 
quatre ou deux à deux, donnent — ^ ou i5 combi- 
naisons, iiinsi il y aura quinze équations à former* 
mais, si on ne considère que les combinaisons essen- 
tiellement différentes, ces quinze équations se rédui- 
sent à quatre. 

En effet, on a, i^ la combinaison abcA^ qui 
comprend, par la permutation des lettres , ahcJÈL^ 
abcBy abcC; 

ol<^ La combinaison abkB^ d'où rétfultent abAB^ 
hcBGf acACf 
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30 La combinaison a & A G , qui comprend les six 
abAC, abBC, acAB, acBCy bcAB, fccAC; 
- 40 Enfin, la combinaison a ABC, qui comprend 
les trois aABC, iABC, cABC. 

Il y a donc en tout quinze combinaisons, mais 
il n y en a que quatre essentiellement différentes. 

, , , . R* cos a — B cos h cost 

I.XXX. L équation cos A :=: 7 

* sm smc ) 

représente déjà la première combinaison abc A et 

celles qui en dépendent. 

Pour former l'équation qui répond à la combi- 
naison afrAB, il faut éliminer c des deux formules 
qui donnent les yaleurs de cos A et cos B ; mais l'éli* 
mination a déjà été faite ^lxxtii) , et le résultat est 
sin A ___^ sin B 
sin a"^ sinl> 

La troisième combinaison se forme de la relation 
entre a ^ b, A, C; pour cela ayant les deux équa- 
tions 

cos A sin b sin c = R* cos a — R cos b cos c, 
cos C sin b sin a = R* cos c •— R cos b cos a, 

on en éliminera d'abord cos c, ce qui donnera R cos A 

, JÎ>2 c + Cos- G sin a cos & = R cos a sin. b : mettant 

. , 11 • 1 1 . sin a smQ 

ensuite dans celle-ci la valeur sm c=— 7 — y on 

sin A. 

aura pour la troisième combinaison 

cot AsinG + cos C cos b'==.cot a sin b. (i) 

( I ) Ponr retenir aisément cette formule et la retroa^er an besoin ^ 
Toici ane règle de Mnémonique : 

x^. Avec nn côté a et Tangle opposé A, , 

Avec on autre côté h et Tangle adjacent C, 

formez Téqnatioa fictive cota cotA,z=icotb coiC, en oliserrant d* 
mettre les petites leUres avant les grandes. 

9? Maltipliez de part et d^autro par sin h sinC^ en soppoMi^ 
le rayon R = z ^ tous anre^ 



Enfin, pour avoir la relation entire Â, B, G, â, 
j'observe que dans Téquation précédente le terme 

* » n sinb ^ sinB -, " 

cot 4um &= R cos a. — : — = R cos a —rx donc • 
sma smA.^ ' 

en multipliant cette équation par 5m A^ on aura 

R cos A sin C==Rco5 û,çi7i B~5m A cas G cosb. 

Si dans cette équation on permute entre elles les let* 

très A et B 9 ainsi que aeib^ on aura 

Rco5 B sin Cz^zHcos bsinA — sin B cos C cos a. 

Et de ces deux-ci on tire, en chassant cos b^ 

R' cosAsin G -f- Rcos B sin G cosC:=:cosasin Bsin ' G. 

Donc enfin 

R* cosA + Hcos B cos C 

C05 tf c= . -p . ^ » 

ji/t B j</2 C 

Cest la relation cherchée entre A, B^ C,a^ ou ta 

quatrième des équations nécessaires pour la résolu- . 

tion des triangles sphériques. 
« > 
Lxxxi. Cette dernière équation entre A, B, G^ a^ 
offre une analogie frappante avec la première entre 
a, ^^ c, A : et on peut rendre raison de celte ana- 
logie par la propriété des triangles polaires ou sup« 
plémentaires. En effet > on sait que le triangle dont 
les angles sont, A^ B, G, et les côtés opposés a, &, c^ 
répond toujours à un triangle polaire, dont les côtés 
sojit 2oo<> — A, aoo** — B,;iooo — G, et les angles 
opposés Î200® — a , 200® — b , 200® *-^ c. Or le prin- 
cipe de l'article lxxvi étant appliqué à ce dernier 
triangle , il en résulte 



' cot a tin bcotJLsînC:^ cos h cos C. 

3* Dans le premier membre , séparez les petites lettres des grandes 1 
en mettant à celles-ci le aigne — vous aares réqnatioti vraie 

cot a sin b — cotAsin Cz^coshcosÇ^ 
tâqnellé étant homogène aura lien 9 même «ans atfppoaer A s^ u 
Douz, éd. a6 



co.(ioo^-a)= ^/«(aoaO-,B)5f«Caoo-^C) 

ce qui se réduit à 

R' cos A -f- R CQJf B CQJ C 

ainsi que nous Tavons trouvé par une autre voie. 

Cette formule leé^out immédiatement le cas où 
l'on veut détwminer un côté par le moyen de trois 
angles 5 mais , pour avoir une fornwvle plus com- 
mode pour le calcul logarithmique, on substituera 

la valeur de cos a dans l'équation i — = 

— gr^— , ce qui donnera ^^ = . . . . . • 

finB«/gC"*cotfBè<?jrC-^RcotfA _^ -RgQ^(B"f"C)-^R cosk. 

QksinBsm(i %sùiBsinC 

Et parce qu'on a en général* Rco^/? +Rcoj^ = 
a cos^ {p -^ ç) co^iiP — Ç) j ^^^^ équation se 
séduit à 

^</f ' ja _ — ùosj (A + B + C) co^i(B 4r C — A) 
R' siH B sih C * 

oh il faut observer que le second membre, quoi- 
que sous une forme négative, est néanraoias tou- 
jours positif. Car on a en général sin (a?-— ioo<>) = 

cosx sin loo® , 

T- — '■ — = — COS X donc 



R 
— cosk (A + B+C)= 5m (^^±-^-±1^—100^) 

quantité qui est toujours positive , paixô que A + B 
+ C étant toujours compris entre 20o«» et 600®, l'an- 
gle 7 (A + B + C) —^ 100° est compris entre zéro et 
•iooo; d'ailleurs co5 ^ (B + C — A) ^est toujours po- 
sitif, parce que B + C — A ne peut pas surpasser 
aoo® ; en effet dans le triangle polaire le côté 200° 
«*- A 63t pl)j^ petit que la somme 4^ deux autres 



200^— *B, aoo^— rC; donc on a aoo<>— A< 4oo***— B 
— C, ou B+C — A<200^ 

Etfuit ainsi assuré que le résultat sera toujours 
positif, on aura, pofxt déterminer un côté par le 
moyen des angles, la formulé 

A + B + C B + C — A] 

-cos cos i 



5W^a = Rv/<^ 
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Lxxxii. Avant d'aller plus loin, nous remarquerons 
que de ces formules générales, on peut déduire celles 
qui concernent les triangles sphériques rectangles. 
' Pour cet effet , on fera A= ioo<> , tant dans les quatre 
formules principales que dans celles qui en dérivent 
par la permutation des lettres. Et d'abord l'équation 
cos A sin b sin i>ss R* cos a — R co5 & cos c, donnera 
par cette substitutioti 

R cos a ïsî: cos b cos c, (i) 

Les dérivées de Téquadûn générale ne contiennent 
point A, et ainsi ne donn«?.tit aucune relation nou- 
velle dans le cas de A=: loo^. 

X*équation -; — = — r, donne ^ns le cas de 
* sm a sin b' f 



lOO®, 



sinB (^j 



Sin a sm b 

Et la dérivée — — :=-: — , donnerait éffalen.*^®*^*. 
sm a sm c ^ 

-r:— := ^^?—i mais celle-ci est elle-même une dén'^^ 

sm n sm c 

de l'équation (2)» 

L'équation cot A sin C + coj C cos b=zcotqsinb 
donne dans le cas de A = 100^, cos Ccosb=:cota 
sin bfOVL 

cos c tang az=B.tang b. (3) 

La dérivée coi C sin A + cos A cos bz^pot c sin *, 
donné dans le même cas, R cor C=::cot4>sin b, ou 
l^tangcz^sinbM^Q. (/Q 

s^6, 
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Enfin la quatrième équation principale sin B sîn G 

cos a=R*co5 A+Rcoj B cos G, et sa dériTée sink 

sin. G C05 &=R* coi B+R cas A cos G^ donnent dans 

le cas.de A = loo**, sm B m G co9 a=:Rco5 B cos C 

et sin G cos £=R cos B , ou 

co^Bco^C=îRco5a, (5) 

sin C coj J = R cos B. (6} 

Ce sont les six équations sur lesquelles la résolution 

des triangles rectangles est fondée. 

liXxxiii. Nous terminerons ces principes par U 
démonstration des Anctlogies de Nèper, qui servent 
à simplifier plusieurs cas dé la résolution des triangles 
sphériques. 

Par la combinaison des valeurs de cos A et cos C 
exprimées en a, b, c, nous avons déjà obtenu 
l'équation * 

R cos A sin c ;;=: R cos a sin b — cos C sin a cos &. 
Celle-ci donne *par une simple permutation: 

B.COS Bsinc=:Rcos bsina — cos C sin b cos a. 

Donc en ajoutant t^es deux équations, et réduisant, 
on aura. 

sin c {cos A .4. C05 B) = ( R — C05 C) sin (a + b). 

Maie «x«^:«^., ^if^ c sin a sin b 
Mais puisqr^e -7-7^=:^r-r=-v~:5, on a 
sm C sm A sma^ 

^^^ c \sin A + sin B)=5m C {sin a+sin b) 
^^ ^^.c {si^ A-^sw B)—sin C {sin a^sin b). 
I^*'/isant successivement ces deux équations par b 
"précédente, on aura 

sm A +sin B , sin C . sin a+sin b 

cos Il+cosB R — cof C* sin{a + b) 

sin A — sin B sin C sin a — sin 

' cosA.+çosB R — cosC^ sin{a+b) 

Et en réduisant celles-ci par les formules des arti- 
cles xxxx et XXX , il viendra 
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«^i(A-B)=«;c.gIi=a. 

Donc ëtant donnés les d(nix côtés a et b avec Tangle 
compris G, on trouvera les deux autres angles A et B 
par les analogies, 

cosi (a + b) :cos{{a — b) :: cot\G:tang\ (A + B) 
• 5m^(a4-*);5i/i^(a — *)::co^|C:/a/ig-^(A — B). 

Si on applique ces mêmes analogies au triangle po- 
laire du triangle ABC, il faudra mettre 200^ — A, 
200*^ — B, 200^ — a, 200^ — b, 200*^ — c> à la place 
de a^ ^^ A, d, C, respectivement, et on aura pour 
résultat ces deux analogies 
cos{{k + B) :cos{ (A — B) :: tang^c\tang^ (a + b) 
sin{{A + B):sin'-{A — B) :: tang^c:tang^{a-^ b) ^ 
au moyen desquelles, étant donnés un côté c et les 
deux angles adjacents A et B^ on poiura trouver les 
deux autres côtés a et b. Ces quatre proportions sont 
connues sous le nom d^ Analogies de Népen 

Résolution des triangles sphériques en 
général. 

La résolution des triangles sphériques comprend 
six cas généraux, que nous allons développer suc- 
cessivement. 

PRBMIBR CAS. 

Lxxxiv. Etant donnés Jes trois côtés a, b, c, 
on trouvera un angle quelconque j par exemple ^ 
V angle A opposé au côté a , par la formule : 

I, a+ô— c a + c — b\ 
sin sin ( 
a a >• 

sin b fine \ 
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DEUXIEME OAS. 

Lxxxv. Étant donnés deux côtés a et b as^ec 
Vangle A opposé à Vun de ces côtés^ trouver le 
troisième côté c et les deux autres angles B et Ça. 

lo L'angle B se trouvera par Vëquatian sm Bt=: 
nn A sin h 



sut a 



%^ Pour avoir Vangle G , il faut résoudre réc[uatioii 
, cot A «« C + cos C cos h^=.CQt a sin t. 

Soit pris pour cet effet un angle auxilimre 9 de ma- 

cos b tung A 
niere qu'on ait tang Ç =:- — -j^p , ou cot A = 

cos h cos 9 ^^y.^ valeur de cot A éta»t stibstituée dans 
sin Ç ' 

réquajtoQ à résoudre, donne j — ^ {cos Ç sin C4- 
«71 9 i©j C ) = co^ « iw *, d'où l'on lire 

^m (G + 9) = — : • 

^ ' ^^ tango. 

Par cet artifice, on voit que les deux termes inconaus 

dans l'équation proposée se réduisent à un seul, d'où 

il est facile de tirer l'angle G* 

30 Le côté c se trouvera par l'équation 

sin a sin C 



sm c = 



smÂ. 

On peut aussi le déterminer directement par la ré- 
solution de l'équatipn : 

R cos b cos c -f- cos A sin b sin c = R' cos a. 

T^ AT . A . 1 l^cosbsin^ 
Pour cet effet, soit cos A sm P=z -^^ , ou 

^ ^ cos A tangh 
tang 9 = ^ ^ , on aura 

•" ^ - (cos c cos 9 -4- sin c sin 9) =: Jl cos a* Donc, en 

cos 9 ^ ^ ' » / 

dierchant d'abord l'auxiliaire 9 par l'équation tang^ 



r=: <gwg^ ^ ^^^ ^^^^ lç ^^|.^ ^ p^^ Téquation 

, ^ . cos a cos Ç 

^ ' cos b 

Ce second cas peut avoir deux solutions , ainsi c{u0 
le cas analogue des triangles rectilignes. 

TROISIEME CAS. 

Lxxxvi- Étant donnés deux câtés ^ eth as^ec 
r angle compris C, troui^er les deux autres angles 
A et B et le troisième côté c. 

lo Les angles A et B se trouvent par ces deux 

équations 

. cot a sin b — cos C cos b 

COCA=: ■ ■ .- ^ -* 

Sin C 

„ ' cot b sin a — cos C cos a 

COtB=. r-- --i, 

smC ' 

dans lesquelles les seconds membres pourraient être 

réduits à un seul terme , au moyen d'un auxiliaire ; 

mais il est plus simple, dans ce cas, de se sertir ét9 

analogies de Néper, qui donnent 

A + B .^, cos^Ca—b) 
tanff — -— ï=cot^C. — Î-) rr. 

a? Connaissant les angles A et B, on pourra cal- 
culer le troisième côté e par Féquation sin c = 

sût a • -r—r» niais pour déterminer c didreofeâient, on 

a l'équation , * 

R' cos c=:tsin a sin b cos G + R cos a ces b^ 

Soit pris Tauxiliaire f ^ de manière ffaHoit ait sin b 

cos C = co5 b tang ç , oïl tang <f z= ^ ■- , on 

aura 

cos b , ^^ 

COSC = jtCOS (a -r:r9)^ 

COSf ^ ' ' 
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QUATRIEME CAS. 

Lxxxvii. Étant donnés deux angles A e^B 
avec le côté adjcuient c , trouver les deux cuitres 
côtés a e^ b , et le troisième angle C. 

i^ Les deux 'côtés a et & sont donnés par les for- 
mules 

cot A sîn B + cos B cas c 

cota=z 



COtb=: 



sm c 
cot B /in A + cos A cos c 



sin c 

mais on peut les calculer plus facilement par les 

analogies de Néper, savoir : 

A + B . A — B , a — b 
s — - — :sin v.tang^citang 

A4-B A— B ^ , a + b 
cas — — icos ■ :: tahg^cicang . 

a® Connaissant a et b, on trouvera C par l'équa- 

. -^ sin c sin II 
tion ^1/1 G = ; mais on peut aussi trouver 

sm a ^ ^ 

G directemei^t par l'équation 

R' cos Gz=zcos c sin A sin B — R cos A cos B. 

Soit pris l'auxiliaire f , de manière qu'on ait 

• m -n ^ ^ cosctangB 
coscsmB=zcosBcot<fj ou cot Ç = vT^y 

on aura 



C05G=:C0(B 



(A^lîl. 



sin<f 

Ge cas et le précédent ne laissent aucune indéter- 
mination. 

ClirQUTEtfB CAS. 

Lxxxviii. Étant donnés deux angles A et B 
ayec le côté a opposé à l'un de ces angles, trou- 
ver les deux autres côtés hy c^ et le troisième 
angle C. 
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ï® Le côté b se trouvera par l'ëquation 5m 6=3; 

sin B 

sin A 
2^ Le côté dépend de Téquation 

cot a sin c — cos B cos c ^=::cot A sin B. 

> . ^ Tfc<?oj9 ^ cosBtanffa 

Soit cc>^ a =^05 B-T-7J0U m/ifi^ ? = s — ^ on 

sin<f ^ R , 

aura -r-r-- ( 5W c co5 ?— £?05 c sin <f)=:cotA sin B ; 

donc 

5«/2(c — ?)=— ^ ^ 

^ -^ /a/i^ A 

30 L'angle C se trouvera par la résolution de 
réquation 

cos a sin B'sin C -^.R cos B-coj G = R* cos A. 

« . . «• J • i> RtforBcojÇ 
Soit pour cet effet cos a sin B = :— - — =• , ou 

^ . sm<f ■ 

^ ^ cos a tangB cos'B , . ^ ^ 

cot ç s=r ——2 — on aura -r-;- (5W G C05 9 — 

c£w G m 9) = R C05 A 5 donc 

• /n ^\ cosÀ.sin<f 

sm (C — 9)= s-^- 

Ce cinquième caa est, comme le second, susceptible 
de denx solutions, ainsi que cela a lieu dans le cas 
analogue des triangles rectilignes. 

SIXISMB CAS. 

LxxxTx. Etant donnés les trois angles A , B , 
C, on trouvera un côté quelconque, par exem- 
ple j le côté opposé à l'angle A , par la formule 

\ sin B sinC ' J 

On peut remarquer que de ces six' cas généraux 

TéÀ trois derniers pourraient se déduire des trois pre 

miers , par k propriété des triangles polaires : de 

sorte qu'à proprement parler, il n'y .a que trois cas 
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différents dans la résolution générale des triangles 
sphérîques. Le premier cas se résout par une seule 
analogie, comme les triangles rectangles ; le troisième 
se résout d'une manière presque aussi simple, au 
moyen des analogies de Néper. Quant au second, 
il exige deux analogies; et d'ailleurs, il admet quel- 
quefois deux solutions , tandis que le premier et le 
troisième n'en admettent jamais qu'une. 

xc. Pour distinguer dans le second cas si, pour des 
valeurs particulières données deA^a,b,Hja. deux 
^K* i^- triangles qui satisfont à la question ou seulement un; 
supposons d'abord l'angle A<ioo*>, et soient pro- 
longés les deux côtés ÂC, AB jusqu'à ce qu'ils se 
rencontrent de nouveau en A'. Si on prend l'arc AG 
< loo^ et qu'on abaisse CD perpendiculaire sur AB, 
les cAtés AD, CD du triangle rectangle AGD, seront 
tous' deux plus petits que loo^, la ligne CD sera la 
distance la plus courte du point C à l'arc AB, et en 
prenant DB '= DB , les obliquf » CB ' , CB seront égaler 
et d'autant plus longues qu'elles s'écarteront plus de 
la perpendiculaire. Soit AC = i^ CB==a^ on voit 
donc qu'un triangle dans lequel on a A< ïoo®, b< 
loo^, et a<bySL nécessairement deux solutions AGE, 
AGB^; mais si, en supposant toujours A et & plus * 
petits que loo^, on a a > i, alors le point B' passerait 
au-delà du point A, et il n'j aurait qu^une solution 
représentée par ABC. 

Soit ensuite AC > ioo<>, si on abaisse la perpendi- 
eulaireC'D' siu- ABA',onaurademêmeC'D'<A'G', 
et l'arc C'B'" mené entre D' et A', sera >G'D' et 
>C'A';doncsionfaitAC'z=*,C'B"r=:CB'"=€ï, 
on voit que la supposition A< loo^ et b>.ioo^ don- 
nera deux solutions si a + ^ < 200^, et n'en donnera 
qu'une si a+b>200^y parce qu'alors le point B'''*' 
passerait au**delà de A' . DÎscutaacit de la mérae manière 
le cas oii l'angle A est > léo® , on pourra établir aimi 
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left gymptÂmes qui déterminent si, dans le cas ii, la 

gestion admet deux solutions ou n'en admet quVne. 

« • nt«>^ une solution. 

A< xoo\b< looo I ^^^ ^^^ solutions. 

^ la+i> 200® une solution. 

A<ioo,6>ïoo |^+ô<aoo^ deux solutions. 

o t ^+^ ^ ^°^** ^^^^ *^^'**^°'^** 

A>ooo?j6<i^ [tf-4-ô<aoo« une solution. 

o t o i ^ > ^ deux solutions; 

A>ioo,ô>ioo j^^^ une seule solution. 

Il m'y ftun qu*ime solution ti on a As: zoo<*, so^ asz^, 
soit a + ^:;= aoo**. Il y en aura deux si on a ^=: X90^. 

i^Gi* Ces mêmes résultats peuvent s'appliquer au 
jcas cinquième par la y<^e du triangle polaire , es on 
en tirera les symptûmes suivants , qui feront connattre 
si pour des valeurs données de A , B, a , il y a deux 
triangles ^ui satisfont à la question , ou s'il n'y en a 
qu'un. 

n « a(A<B un6f solution 

«>='o<» '»>"*> JÀ>B deux solution». 

o n ^ _ ,A+B<aoo"' une solution. 
«>ioo,B<ioo JA+B>2oo°deni solution». 

«< ioo»,B>ioo» U-|-B<aop>»x»olutioM. 
) A+B > aoo** une solution* 

deux solutions, 
uue solution. 

n n*7 aura qti'iine solution si Tune des égalités suiTantesralien «=100*, 
A=B , A+B =::900^. Il 7 en aura deux si B=r xoo^. ' 

xcii. Dans tous les cas , pour écarter les solutions 
inutiles ou fausses, il faut se rappeler, i<^ que tout 
angle ou tout côté doit être plus petit que 2000.J 

2<> Que les plus grands angles sont opposés aux 
plus grands côtés , en sorte que si on a A > B , U faut ^ 

qu'on ait au^si a > J, et vice versa. 

Exemples de la résolution des triangles 
sphériques. 
xciii. Exemple I. Soient O, M, N trois points 
situés dans un plan incliné à l'horizon \ si de ces ^* ^'s 
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trois points on abaisse Ifô perpendiculaires OD ^[M m', 
N n, sur le plan horizontal D£F , les objets sitàé& en 
O, M, N devront être représentés sur le plan hori- 
zontal par leurs projections D^m y n, et Tangle MON 
par mfin. Cela posé , étant donné Tangle MON , et 
les inclinaisons de ses deux côtés OM , OJNT sur la 
verticale OD , il s'agit de trouver Fangle de projec- 
tion m D n. , 

Du point O comme centre et d'un rayon = i , 
décrivez une surface sphérique qui rencontre en 
A , B, G, les càtés OM, ON et la verticale OD^ vous 
aurez un triangle sphérique ABC , dont les trois côtés 
jïont connus ; on pourra donc déterminer l'angle G 
égal kmD n par la formule du premier cas. 

Soit par exemple, l'angle MON=AB=;64o44' 60"; 
l'angle DOM=AC=98^ 12', et l'angle;,DON=BC= 
loS*' 4^% on aura par la formule citée 

Valeur que l'on calculera ainsi : 

Ié.sm a8^ 57' 3o"... 9.6378956 , L.xiR'98^1 a'... 9.9998 106 

L. sm 35® 87' 3o"...9.7a7656a Jj.sm loS^A^'— 9*9984242 

somme + a LR. 39.365o5x8 19.9982348 

19.9982348 

aL.xifffC 19.3668170 

^•''^•^ 9-6834085 J c=64 9 4i 

Donc l'angle 64^ 44' 60", mesuré dans un plan in- 
cliné à ThorizoU) se réduit à 64^ 9' 4^'\ lorsqu'il est 
projeté sur le plan de l'horizon. 

Ce problème est utile dans l'art de lever les planjs , 
lorsque les points qu'on veut déterminer sont situés 
à des hauteurs sensiblement différentes au-dessusHi'^n 
même plan horizontal. 
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XCTV. ExethplB II Connaissant les latitudes de deux 
points du globe, et leur différence en longitude^ 
trouver leur plus courte distance. 

On imaginera un triangle sphérique ACB formé 
^ par le pôle boréal G, et les deux lieux A et B dont il 
s'agit; dans ce triangle on connaîtra Tangle au pôle 
ACB , qui est la différence en longitude des deux 
points A et B, et les deux côtés compris AG, GB, 
qui sont les compléments des latitudes des points A 
et B. On déterminera donc le troisième côté AB par 
les formtdes du cas m. 

Soient , par exemple , A et B les observatoires de 
Paris et de Pékin ; la latitude boréale de Tun de ces 
lieux est de 54^ 26' 36", celle de Tautre est de 44** 
33' 73", et leur différence en. longitude est de laô*' 
80' 56". Ainsi on aura 

a= 45<>73'64" 

h=u 55 %% a7 

C=ia6 80 56. 

Diaprés ces* données on aura pour déterminer c, 

y c 1 _ cos C tang h 

les formules tang ç = ^ , co$ c = 

cos b cos {a — Ç) , •«111 
^ ^, dont voici le calcul 

cos <f _ 

11, cos c . i . g.6ii435a 
lu.tangb.^ , . 10.0776707 

"L^tafig^* . . • 9.6891059 
L'angle 9 que donnent leâ tables par le moyen de ce 
logarithme -tangente est a8^ 94' ^3". Mais il &ut 
observer que cos G est négatif ^ et qu'ainsi /tt^ ^ 
étant négatif, on doit prendre ç = — a8^ 94' 23", ce 
qui donnera a—- 9 = 74^67' 87". Gela posé, en ob- 
servant que cos {—^9) =co^ ?, on achèvera ainsi le 
calail 
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Ia^cosB 9.8071953 

19.3954891 
L. c(w ? 9.9534823 



L. «wc 9.4418068 

Donc la dbtance eherchée = 82^ 16' oS", Cette 
même distance peut s'exprimer en inyriametres par 
8ai,6o5 ; car un myriametre est la longueur d'un 
arc de dix minutes , et un mètre est celle d^un arc 
d'un dixième de seconde. 

xcT. Exemple III. Pour donner un exemple du 
cas cinquième , proposons-nous de résoudre le trian- 
gle sphérique dans lequel on connaît les deux angles 
A = 78° 5o', B= 54° o', et le côté opposé à l'un 
d'eux a-z=iQ^^':io' 17". Au moyen de ces données, 
on trouve d'après le tableau de l'art, xcx , qu'il ne 
doit y avoir qu'une solution , parce qu'on a tout à 
la fois a < 100^, B < 100^ et A > B. Voici le calcul de 
cette solution. 

i^ Le côté b se trouvera par la formule sut b = 

sin B 

sm a --r—r^ 

smA. 

L.sina... 9-9999659 

L.sinB 9.8751356 

10 — Jj, sin A o.oa5a5a5 

li, sin & . , 9.900)440 

C^'qui donne J==58^ 5o' i4" ou son supplément 
i4i^ 49' 86"; mais puisque l'angle B est< A, il f«ut 
que le côté b soit <a^ ainsi la première valeur est la 
sei4e qui puisse avoir liem 

»» Pomr avoir le côté c on doit faire iang ç = 

tang B cot II sin <f 
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L- ^in Ç 9-9999^20 

L. co*B. . . 9.8204063 L.'toTz^B — LR 0.0547193 
L. tang a — JJ^, 1.9016731 Jj. 6ot K. 9.5455a36 

L. tang^f . . . . IX. 7220794 L. sin (c— Ç). . 9.6001649 

?=98'' 79' a8".8 c — ç = 26** 7' 70". 5. 

Ici on ^ encore le choix de prendre pour c — ç la 

valeur 26^7' 70''. 5, ou son supplément 173® 92' 29". 5; 

mais en prenant cette seconde valeur , on aurait 

c > 200^, ainsi il faut s'en tenir à la première, qui 

donne <?=ia4° 8i' 99" • 3. 

3^ Enfin, pour calculer directement langle G, 

1 1 r 1 ^ ! cos a tans B 
nous prendrons les formules cot 9 = ^ , 

h*sM^ 9 9999^^3 

L. cas a. 8.0982928 L* ctM A . ^ . • • 9,5202711 

L. tangB — LR o.o547i93 L« R^L c£» B. 0.1795937 

II. cot ^ 8.i53oi2i L. sm (C — «f) 9-^99^2ii 

t|, =:99*> 9' 45" .5 C — 4» = 33* 40' 54". 5 

4» • ► 99 9 45 .5 
C=i32 5o 0.0 
On n'a pas pu prendre pour C — ^le supplëm^it 
de 33^ 40' S4'\ S, parce qu'il aurait dminë pour G 
une valeur plus grande que aoo^. Ainsi cm voit qu'en 
effet le problème proposé n'est susceptible que d'une 
solution. ^ 

Nota, Si on fait usage de l'ancienne division du eerde 
pour le calcul de ces exemples , les angles donnés ou cal- 
cûlé» seront exprimés comme il soit : 

Ecsemple I. Angles donnés. MON = 58^ o' 5": . . . r 
DOM=88'*i8'28",8, DON:=94''52' 4o",8. Angle cal- 
culé C=:570 4i'4",9. 

Ex. n. Angles et côtés donnés.* fl=4i®9'46", . . . 
fc;;5o**&' 47"»G=;ii4*'7' 3o". Côtéconclu. c=73**46'4o". 
H Ex. m. Angles et côtés donnés. A=: 70** 39', B= 48" 36', 
az=L 89' 16' 53",5. Angles et côtés calculés. *3= 5a-39'4"5, 
==112^20' x6", 6, C=ii9*i5'o". 
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APPENDICE 

Contenant la résolution de divers cas particuliers 
de la Trigonométrie. 

xGYi. JL A résolution des triangles , telle qu'on ^ient de 
l'exposer', ne laisse rien à désirer du c6té de la généralité. 
Il est néanmoins c[uelques circonstances où l'on peut, avec 
avantage , substituer des solutions particulières aux solu- 
tions générales , soit pour abréger les calculs , soit pour en 
rendre les résultats plus exacts et plus indépendants de 
l'erreur des tables. Nous allons résoudre quelques-^uns de 
ces cas particuliers , en choisbsant ceux qui sont de YviS9^^ 
le plus fréquent , ou qui conduisent aux formules les plus 
remarquables. 

Nous continuerons de désigner par A , B , C , les angles 
du triangle proposé , rectiligne ou spbérique , et par a, 5, c, 
'es c6tés qui leur sont respectivement opposés. Nous sup- 
poserons de plus le rayon des tables = i , ce qui n'altère 
pas la généralité des résultats. Les angles A, B, G, sont 
exprimés dans le calcul , soit par les degrés , soit par les 
longueurs absolues des arcs qui les mesurent , tx% arcs étant 
pris dans le cercle dont le rayon est x. Si un angle on an 
arc X est très-petit , on pourra mettre , au lieu de sin x et 

cosxy leurs valeurs en séries 5 savoir : sin d:=.« ^ + etc. 

1.2.3 

aï* 
cosxz=z I — V- etc. ; mais alors ^at doit être exprimé en 

parties du rayon. Un arc étant trouvé en parties du rayon y 
pour avoir sa valeur en minutes , il faut le multiplier 
par le nombre de minutes compiises dans le rayon; ce 

nombre est ■ = 6366.1977237 , et son logarilluiv 

=3.6o388oiaa97. 



b=z- 
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S. I. Dès triangles rectâignes dont deux angles itmi 
très-petits. 

zcTH. Supposons que les angles A et B soient très-petits 

et par suite C très^ohtus , on pourrafaire sm A=zA.^ f A' , 

sin B=B— iB», et jot C = ^i7i(A+B)=A4-B— i(A+B)*. 

Si donc on connaît le. côté c avec les angles adjacents A et 

B , on trouvera les deux autres côtés par les formules tf±: 

c'sin A. , csinB , ,_ , . • , 

. V ^ — ;n » * = . /, — rr » lesqudlcs , en substituant les 
sm(^A+B) sm(A.+B) ^ 

valeurs précédentes et réduisant , deviennent 

cA / aAB + B»\ 

" = A+bO+ 6—) 

cB f , A' + J^AB ^ 

A+BV"*" 6 r 

et delà résulte a+& — c=|c AB. Ces valeurs sont exactes, 
aux termes près- <{ui contiennent quatre dimensions en A 
et B. 

XGViii. Supposons en second lieu qu'on donne les deux 
côtés a et 6> avec Fangle compris €== i? — Q , étant très- 
petit. On aura d*abord c*=a*H-6*+a«^ cos fi =«*H-ô'.+aa6 
(i— te')=(a + 6)*— «6 e"; donc 

c=a + & — 4* r* 

Ensuite Tangle A se trouvera par Téquation xc;iÀr=~^fAGr= 

-sin%^ d*o& l'on tire , en substituant la valeur de c et celle 
c 

"^ (a+6)*' -T/ 

DoncA=jwA+i««»A= -H — r^ — t^^-t-* ^« là 

on déduirait la valeur de B en permutant entre dles léS 
lettres atXh; mais A étant connu , on a immédiatement 
B = 6 - A. Si est donné en minutes , pour avoir A exprimé 
Douz^ éd. ^7 



'^l8 TRICOWOMiTRlB. 

au««i ett «îaute» , il faudra , dans le» formules prëc4de|itei, 
substituer, au lieu de A et , les rapports —, — , R étant le 
nombre de minutes comprises dans le rayon. On aura ainsi 



cz=ia+b' 



'a + b 



ay 



xcix. Pour donner an exemple de ces formules , soit«= 
iooo'»,6=i4oo'»,C=i99»3a'oue=68' onaura*+-fc-<:= 

xaooooo ^68Y_o.o3,8o6, d'où 0=3399», gÔai^. En- 
3400 \R/ 



suite on a par une première approximation A — -tq — *•> » *' 
B = e — A = 48'; mais la formule entière donne A= ao' 

B:^48'. 0001 10S4 , valeurs qui doiyent être exactes jusque 
dans la dernière décimale. 

S. n. Résolution du troisième cas ties' triangles rectilignes 

par la voie des séries,' 

• 

c. Etant donnés les deux côtés a et 6 et l'angle compris C, 

pour trouver Tangle B , on a la proportion b:a : : ^in B : 

sin (B+C), laquelle donne a sin B:=ib {sin B cas €-{- 

sinB bsinC 

cas BsinC)^ et par conséquent =r 7 ?,' ^* "*°* 

-^ ^ ^ cosB a — bcosQ 

cette équation on met à la place des sinus et cosinus leorS 
***^* râleurs en exponentielles imaginaires *, on aura 

' d'où l'on tii-e 

Prenant les logarithmes de chaque membre et dévelo{ip«Dt 



le fécond ta série d*après la formule connne L (4i-<-Ar)::^ 
ha «^— — — - — - — etc., on aura 

a 2 a' 3 a* • 

a *a* 3 a* 

Donc en divisant par 2 \/ — i , et obsenrant que e^^^" * _ 

^— «»Cv^— 1---2V/— I «72 m C, on aura 
^ i b b* b* 

a 2 a 3 a' 4 a* 

C'est la valeur de l'angle B , exprimée en parties du rayon , 

par une suite dont la loi est très-simple , et qui sera d'anH 

tant plus convergente que b sera plus petit par rapport à a. 

La valeur qu'on vient de trouver doit satisfaire aussi à 

, a -H b 

r équation tang( B + j C )= tangi C , qui est la même 

a— 6 

a—^b 
(Çue toîig'7(A— •B) = 7*co^ 7 C, et qui ne diffère que par 

, . , ,, , , sinB bsinC 

la forme, de l'équation ■ ' =- 



cosB a'^bcosC 



ca« L'angle B étant connn^ on aura le ttoineme angle 
jIzsaoQr^*— B-^C. Quant au troisième c6té c^û dépend de 
l'équation c*z=za* — 2abcosC+b% laquelle donne par l'ex- 
traction de la racine, 

b* b^ 

cma-^b cos C-^ — 5 — sin* C-f-— wi» Cco^C — etc. 

'■ 2a 2a* 

Biais cette série n'a pas une marche régulière, et ne peut pas 
être continuée à volonté. Au contraire, on peut trouver une 
série fort simple pour la valeur du logarithme hyperbolique 
de c. En effet, il est facile de voir que la quantité a* — 2ab 
co*C+^'=(a— ^^^^-0 (a— ^<r-^^-0;carle produit 
dével(^ppé de ces deux facteurs donne 
a^-^ab {e^^-^+e-'^^-^)+b* , ou a*— 2abcosÇ+b\ 
On adoncc* = (a— Ôe^^-Ô ia—be-^^-^)> 
{nrenant les logarithmes de chaque membre ^ il viendra 

47. 



I • I 
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n 



aa* 3tf' 



Donc en réduisant de nouTeau à Taide de la formule 

e -f-e zz:^cos m L»9 on aura 

b b* h^ 

Lc=La — cofC— — 'COs^C — -r — rco^3C— etc. 
aa* 3 a' 

série non moins élégante que celle qui donne la valeur de 
B; il faudra multiplier les termes algébriques par le module 
0.43429448 9 si on Tent que les logarithmes soient ceux da 
tables ordinaires. 



S* III. Résolution du troisième cas des tnangles sphériquis 
par la voie des séries» 

^ Gii. On a fait voir dans le paragraphe précédent que It 

valeur de x tirée de 1 équation tangvz=z- tang\ C, 

peut s'exprimer par cette série 

a?=^ CH sin Ch ; ^i/ia C + :: — -rsin^C+eie. 

m %rnr 3 iw 

Or dans un triangle spliérique où Ton connaît les deux 
côtés a et 6 et l'angle compris G , on a par les analogies de 
'uixn Néper *• 

A— B sini^a+^b) 

cot = . ;; ^' ( tangi C 

a sin{\a—^b) ^* 

sin^acos^b-^cos^asin^b .^ 

=:-r-^ — ■ - * ^—tang\C 

sin^acos^b'^cos^asm^b 

A+B cosha+^b) 
cot — : — = — ^* n* ^ tamr^ C 
a cos{\a—^jby'^'7*^ 

cos-^acos^b — sin^a'sin^b 

cos^acos^b-^sin^asm^b ^* 

Donc 9 en vertu de la formule précédente et supposant 

toujours b>a^ on aura 



tang^b , 

T— J« 

tangi a . 



— 2^ sinC— ^ ^ ;, ■■ sin%Q 
tangua . 2.tang*^a 

w/i3C— etc. 



3 toT^' \ a 

= ioo^ — fC-f Zl^sinC 2_J«. «>|2C 

• a cof i a a cot*\ a 

+ ,, ' sin ^C— etc. 
3 co/' ^ a 

Suites dont la loi est très-simple , et qui seront d'autant plut 
conyergentes que b sera plus petit. La première est tou- 
jours convergente , puisqu'on suppose &< a; la seconde le 
sera aussi , si on a tang ^b< cot^ a , ou a+ 6 < 200^. Elle 
•erait divergente et fausse si on avait cz+ 6 > 200^9 mais ce 
cas peut toujours s'éviter ; car la résolution du triangle 
BCA. dans lequel on aurait CA+ CB > aoo^, àe réduit ton- fig. 11. 
jours à celle du triangle A'CB' dans lequel on a C A'^- 
CB'<2QO^. Au reste, la seconde série est dans sa plus 
grande convergence , lorsque a et b sont tous deux très- 
petits ; alors le troisième côté ç est très-petit aussi , puis- 
qu'on doit avoir c<a + bj et le triangle sphérique diffère 
très-peu d'un triangle plan ; dans ce cas l'excès de la somme 
des trois angles sur deux angles diroits , s'exprime ainsi : 
A+B+Cr'%oo*'=zj^teing\atangibsmCr^^^tang* \atang* ^bsia^^ 
+T ^^^ ?« ^^^ ibsm 3 C — etc. 
cm. Pour trouver le troisième côté c du triangle proposé, 
on a l'équation cos czzzcos a cos b + sin a sin b cos C , de 
laquelle £1 est aisé de déduire les deux suivantes : 
sm*\cz:=sin*\acos*^ h^%sm^cos\b coslasin^bcosC+cos^^a sin* ^b 
cos*^=icos*^ cos* yHr^'cos\a cos^bsin-^asmjb cos C+^wi*|« *i>i '5*- 
Par la forme de ces valeurs on voit que sm^ c peut éHe 
regardé comme le trobieme côté d'un triangle rectiligne 
dans lequel on aurait les deux côtés connus stn ^aços^b^ 
cos \asm \;b et l'angle compris C y de même cos 7 c est le 
troisième côté d*nn triangle rectiligne , dont decx côtés 
seraient cos^acos^b^swi^asm^bei l'angle compris aoo** 
-^ C. Donc on a par la formule trouvée pour le^ trianjçles ^ 
r^ctilî^es\ / 
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' tang^b tang*^b 

,. tang^b tang*\b 

S est à remarquer ultërieurement qpie comme cliacan des 
triangles rectilignes dont nous -venons de parler peut 3e 
résondre par le moyen d'un triangle rectiligne rectangle, 
on peut directement réduire la résolution du triangle splié- 
rique proposé à celle d'un triangle rectiligne rectangle. 

On trouve par ce moyen que sin 7 c est Thypoténuse d'un 
triangle rectangle dont les côtés sont sin-^ (a+6) sin^C et 
$tn-^ (a— ^) cos 7 C. De même cos^c est Thypoténuse d'ua 
triangle rectangle dont les côtés seraient car7(£»--^)caf -G 
«t cos 7 (<H-^) «'ï T C 

De plus ) si on appelle M l'angle qui dans le premier trian- 
gle est opposé au côté sin \ (a — b) cos^ C , et dans le seeoild, 
If l'angle opposé au côté car 4 {a—b) <tw ^ C , il résulte des 

A— B A-f.B 
analogies de Néper qu on aura =M, et z= N ou 

5=:aoo*^—W: savoir : — — =N si ^ + ^<2oo**, et ■ ■ 

I a - a 

=200^— N si a+b> 1^00^, Donc dans tout triangle splié- 
rique où l'on connaît deux côtés a et 6 et l'angle compris C, 
on peut trouver directement ehacttne de» quantités -• c, 

■ ■ , , par la résolution d'un triangle rectiligne 

a V a 

rectangle où l'on connaît les deux côtés de l'angle droit* 

n résulte aussi de là qu'après avoir trouvé l'angle M 01 

A — B, , - , ,-. sin^ia — b) 

■ par la formule tarig M = -: /^ cet 7 C , oa 

a sm\{a-\Tb) 

peut calculer U troisième côté par la formule sin 7 c=s 
tin A {a-^by coy 4C _ 3riy> 4 (a+^) sin^Q 
sin M cos M ' 

N, B. Le* lommleft troavées dans ce paragfftpke s'i^j^liqucmil 

aifcment à la lésolatlon du cinquième cas des triangles sphériqaes , 
puisque celui-ci peat se rapporter au troisième par la propriété da 
triangle polaire. 
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s. TV/ Résolution d'un triangle sphérique dont deux câiée 
sont peu différents de ipo^» 

CIT. Soient a- et b les d«ux côtés donnés peu éiltérentf 
de 100*^5 011 propose de déterminer l'angle C par k mcryêti 
des trois c6tés a , 6 , tr. 

Si les côtés aetb étalent exactement égaux à loo^, on 

aurait C=c; donc « et ^ différant trés-pen de loo^, l'angle 

C aura pour mesure un arc très-peu différent de c. Soit a = 

ioo®+a, ô = ioô**-h6, C-ziLc+x ; si on substitue ces va- 

. ^ cos c — cos a cos b 

leurs dans 1 équation c<w C = ■■ . ■ ■ ^ <rti âmra 

» «/î a f ^/^ 6 

, ^ cos c — sin a sin ê „ . 

6-0^ (c+x) =2 . Mais puisque a et € sont 

cos a cos € 

supposés très- petits , on peut en négligeant seulement les 
termes où « çt 6 montent au quatrième àefgtè, , faire 

• ** €' * « 

«/i a sin g==:a6, co^ a cof €*:= i — — , ce qui donnera 

- a 2 

cos c ' tt. ê 

coj(c+ar)=: , ^ =(^i + Lg,'+i^')cosc—a.S 

Or, en négligeant le quarréde a? , on a cos (c-i-x) == c^ e — 
j: ^«/i c; donc * ' ^ 

X ZIZ '- ■ ■ ■ * 

sm c 

Et puisque a; est du second ordre par rapport à a et g ^ oiï 

Toit qu'il n*y a de négligées dans cette valeur que les quan- 

' tités du quatrième ofdre. Soit i-(af+-6) =zj?,-j (a— 6) =1 q, 

ou oL:=:p+q<i ^-zzip—q^ on aura sous une forme plus simple 

/i — cos c\ ^1 + cos c\ 

«=-/?•( )-,ç»{ )z=p*mng^c-^q^c0tia, 

\ sine y \ smc / 

C«tte valeur est exprimée en parties du rayon \ mais comme 
dans la pratique p et q sont données en secondes , si Ton 
veut que x soit exprime aussi en Secondes^, il faudra faire 

p^ q* 

xz=zz^tang\c — :^cot^c, , 

& étant le nombre de secondes contenues dans le rayon , 
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nombre doiat le logaritlime = 5 . 8o388oi. Connaissant x, 
ott aura Tangle cherché C = c +^- 

La formule qae nous venons de trouver est utile dans les 
opérations géodésiques pour réduire à l*horizon les angles 
observés dans des plans indinés ; die est plus expéditive et 
demande des tables moins étendues que la formulé du ca$ 
premier des triangles sphérîques , dont nous avons donné 
un exemple (n** gS). Cependant, si les élévations ou dé- 
pressions « et 6 étaient de plus de a ou 3 degrés , il serait 
plus sur de se servir de la méthode générale. 

S* y. Besobaian des triangles sphériques dont les côtés sont 
très-petits par rapport au rayon de ht sphère, 

cv. Lorsque les côtés a , by c , sont très-petits par rap- 
port au rayon de la sphère , le triangle proposé^ est peu 
différent d'un triangle rectilignc ; et , en le considérant 
comme tel , on peut en avoir une première solution appro- 
chée, mais on néglige de cette manière l'excès de la somme 
des angles sur 200®. Pour avoir une solution plus appro- 
chée , il faut tenir compte de cet excès ,' et c'est ce qu'on 
peut faire très-aisément , au moyen d'hn principe général 
que nous allons démontrer. 

Soit r le rayon de la sphère sur laquelle est situé le trian- 
gle proposé , si l'on imagine un triangle semblable tracé sur 
la sphère dont le rayon est i , les côtés de ce triangle seront 

a b c 

_ . COS-'^COS^COS- 

a o c - r r r . . 

-»-,-, et on aura cosA.i=i . Mais puisque 

r f r b c 



sm-sin- 

r r 



r est fort grand par rapport à n, ^, c, on atfra d'uae 

manière très -approchée » cos -= i -* ^ -| z——.^ 

b bV b^ c c* c* 

r îàr*^a.3.4y* r ar* a.3.4r* 

* * ô' , . c c . c* ^ ^ . 

^« - =- r— , , w/i - = —-r. Substituant ces 

r r a.Jr* r r a,3r' 
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valeurs dans rëquation prëcëdenie , et négligeant lei termes 
de plus de quatre dimensions en a , 6 , c , on aura 



cos A 1= . — — • 

Multipliant les deux termes de cette fraction par i +- 

et réduisant » on aura 

co* A=: T 1 — ;; . 

Soit maintenant A' Tangle opposé au côté a, dans le trian- 
gle rectiligne dont Les côtés seraient égaux en longueur aux 

b*^c* — a* 

arcs A, &, c; on aura cosÀ.'z= et 4 b*c*sm*X' 

a oc 

= %a* *• + a a* c" + a6» c'— e*— ^♦^ c^ • Ikmc 

cos A:rz cos A.' — rr-: «'»* -A.', 
or* 

Soit A rr A'+ x , on aura en rejetant le cpiarré de x^ 

bc 
cos A= cos A'— « sm A', d'où Ton voit que xz:z—'sink!i 

or 

b c . 
et puisque x est «du second ordre par rapport à ^ et ~ , il 

8*ensuit que ce résultat est exact aux quantités près du 
quatrième ordre. On aura donc 

bc 
• A = A'+-— «71 A', 
or* 

Mais ^ bc sin A.' est Taire du triangle rectiligne dont a^b^c 
sont les trois côtés , laquelle ne diffère pas sensiblement de 
celle du triangle sphérique proposé. Donc , si Tune ou l'autre 

aire est appelée a , on aura A =: A'+ r-; » «^ A'=À— — . 
On aurait semblablement B'=B-x~ » C'r= C — 5^ , et 
il en résulte A'+B'+C ou aoo®= A+B+C— ^, On 



pem dotie eoMÎdëter -7ConuBiè étant l'excès de fo sonuiit 

des trois angles du triangle spliérique prpposë sur deux 
angles^droits. Gela posé, on à ce théorème remarquable qui 
réduit la résolution des triangles sphérigues très-petfts , i 
celle des triangles rectilignes. 

Etani proposé un triangle sphérique dont les c6tés sorti 
trèspetiif par rapport au rayon de la sphère , si de chacui^ 
ds ses an^s on retranche te tiers Je l'excès dé td somme des 
trois angles sur deux droits , les angles atnsi diminues pour- 
ront être pris pour les an§^s d'un triangle rectiligne , dont 
les eétés sont égaux en longueur à ceux du triangle sphé» 
nque proposé , ou en d*autres termes : 

Le triangle Sphérique très-peu courbe dont les angles 
sont ÂyB^C^ et les côtés opposés a , b , c , répond toujours 
à 'un triangle rectiligne qui a les côtés de mérne longueur 
a , b > c , e^ dont les an^s opposés sont A— y s > B — ^t, 
C «— j 6 ^ S étoM Vexeès de la somme dès an^s du triangle 
sphérique proposé sur deust angles droits. 

cvi. L'excès s ou — , qui est proportionnel à Taire du 

triangle , peut toujours se calculer a priori par les données 

du triangle spliél^^|[«i6 considéré côAië« rectiligne. Si dent 

c6tés à, c, sont donnés avec l'angle , compris A, on aura 

Paire »== ^bo sm A; si on donne un côté a et les deux 

1. ** ~ ^ „ . sin B sin C 

angles adjacents B , C , on aura Faire a = 7 a* » /r iAn * 

Ensuite on aura e = — R , R étant le nombre de secondes 
/•" 

Comprises dans le rayon , et de cette manière s sera exprimé 
en secondes. 

Pour appliquer ces formules aux triangles tracés sur k 
surface de la terre , considérée comme sphérique (i) , il 



(t) ÏHtaêltÉ cfèntkfju g^o^Unqws fo* tHàtkgïés sont k plus 1 
vent formés entre trois stations inégalement é^oignée8 dn centre de 
la terre; maie par des rédactions oouvenaUes , on snbstitae mvx 
triangles obsenrés les triangles qni résultent de la projection des sU- 
tions war nne même surface sphérique perpendioolaire à la direction 
de' la pesanteah 
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faudra auppoier que les cÀtés a^b^c , ainii que le rayon de 
la terre r sont exprimés en mètres. O^ , puisque le quart 
du méridien -tp r est égal à looooooo mètres , on en conclut 
logrzzz 6. 8o388oi ; d*un autre cÀté le rayon R exprimé en 
. secondes , a pour logarithme 5y8o388oi. Donc si au loga^ 
rithme de Taire a exprimée en mètres quarrés , on ajoute 
le logarithme constant 2. 1 961 19 , et qu'on retranche dix 
unités de la somme , on aura le logarithme de l'excès e 
exprimé en secondes. 

Connaissant 6 on retranchera ou on supposera retranché 
\% de chaque angle du triangle sphérique proposé , et alors 
dans le triangle reetiligne formé par les côtés a, ^, c, et les 
angles A'= h! — | e ^ 8*= B — j- e , C'=C -7 |e , on aura 
les données nécessaires pour en déterminer toutes les par- 
ties. Ainsi on connaîtra en même temps celles dh triangle 
sphérique proposé. 

cvii. Exemple* Soient donnés l'angle C et les deux côtés 
rt et 6 , savoir : 

C = ia3*i9'99":.a5 
log a-=L!\. 5891 5o3 
/o|^ ^ = 4,59^19271 
la quantité ~ah sin C qui représente l'aire du triangle , 
aura pour logarithme 8.78o5S^ à quoi ajoutant 2.1961a, 
on aura i!og'e=:o.97667,.pi^tam6=:9''.48et|^e = 3".i6. 
Cela posé , il faut résoudre le triangle reetiligne dans lequel 
on a les deux côté» a et h comme ei«*d€#ett» , et l'angle 
compris C'= iai3'' 19^ 96". 07. Pour cet effet » nous sui- 
Trons la méthode du n** 56, 

a 4.589i5o3 * tang{^ — M) 8.M7839a 

h 4.5319271 cot^ÇÎ 9.8381 lïo 

/a7Zfi'9. .. 0.0672232 A'— B' ^ ^ ^ 

^ ^ ' tang ■ . ....... 8.7259502 

2 

lOo<»iC'=6i 59 9^ .oS —I— ^ ^\ ^^ -^7 

iC'=38 40 I .97 A' + B' ,, . 

z= 38 40 I .97 

A's= 4k 7^ 4x •>4 
B'rs S5 I 62 ,70 



4a8 TittôovoXBTâift; 

n reste à déteminer le troisième côté c, ce qiii se fera par 
mina 



lauuu m. .. 


tin A' 






^ • • • • • «^v 

sin A' • • • 


4.589x503 
9.7854893 






différence 
sinC *•• 


4 8036610 
9.9705008 


sinV'^» 


4 -80366x0 
9.7182661 


log^c:=:.. 


4.774x618 


logb = 


4-5419271 



Donc dans le triangle spbérique proposé , les éléments qu'il 
fallait trouver sont : 

A = 4x''78'44" -40 
B = 35 I 65 .86 
log c = 4* 774x6x8 , ou c=5945i" a56. 

A. J9. La méthode donnée dans ce paragraphe pent servir aussi à 

fig. t6« résoudre les triangles dans lesquels deux côtés seraient très-peu difte> 

rents de aoo" et le troisième très-petit. Car en prolongeant les grands 

côtés A'Cy A'By on aura un triangle sphérique BGA , dont les trois 

côtés seront très -petits. 

$. YI. Des triangles sphériques dont deux angles sont 
três-aigus. 

fif. 17 CYiii. Soit ABC le triangle sphérique proposé dans lequd 
A et B sont deux angles très-aigus , soit LMN son triangle 
polaire 9 de sorte qu'on ait MN= aoo''-- A et LNacaoo*"— B. 
Si on prolonge les arcs NBI , NL Jusqu'à leur rencontre en 
K, il est clair qu'on aura KM-p-A. , et KL=:B, le triangle 
LKM aura donc ses c6tés très-petits , et il s^a dans le cas 
d'être résolu par la méthode du paragraphe précédent 
Soient A', B', C, les trois angles et a\ l/, d les trois côtés 
du triangle LKM , on aura 

A' = MLK = a a' = KM = A 

B'=±:LMK=* 6'=:LK = B 

C'zz=LKM = aoo®-»c c' = LM = aoo*^— C. 

Donc trois éléments connus dans le triangle ABC en don- 
neront trûb dans le triangle LKM , et par conséquent trois 
tussi dana le triangle rectiligne auquel le triangle LKM 
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peut être ramené: or celni-ei étant réeohi) on aura la 
solution du triangle L&M j et de là celle du triangle pro- 
posé ABC. 

cix. Soit par exemple , Ar=:3^, B=a® et le c6té adjacent 

i;==x5o^, les données da triangle LKM, on plutôt A'B'C% 

seront «'=3®, b'=7?y et Tangle compris C'=5o**. Par 

le moyen de ces données 9 on trouve Fexcès sphérîque a 

^a'b'sinC • 

-^ i ::^ 333 " .a I , et le tiers de e étant retranché 

de C ' , le reste sera 49^ 98 ' 88 '' .93. Il faut donc résoudre 
un triangle reçtiligue dans lequel on a les deux côtés a's=: 
3oooo^9 6'= aoooo", et l'angle compris ^=49** 98' 88*^. 93. 
On trouverales deux autres angles A^zsioS** 64' 86''.33, 
B''=46** ^6' ai" .75 , etle troisième côté c'=aia44*'.36; 
ajoutant doncf e aux angles A'' etB'' du triangle rectiligne, 
afin d'avoir les angles A \ B '' du triangle spliérique, on aura 
pour la solution clierchée 

A' =a= Io3^65'97^4o 

B'=è= 46 37 35 .8a 
C = aoo^ — c'=:: 197 87 55 .64 

S. VII. Du polygone régulier de dias-sept côtes, 

ex. Nous terminerons ces applications du calcul trigono* 
métrique en donnant , d'après l'excellent ouvrage de Gansa 
cité page iia, la manière d'inscrire le polygone régulier de 
17 côtés par la simple résolution des équations du second 
degré. • 

Soit l'arc = 9 » je dis d'abord qu'on aura l'équation 

^7 
tof 94<?oj 3Ç+€îo^ 5 94^6*7 9+coj 99+00^ 1 1 f+<îo^ 1 3Ç-fco* I Sfssri» 
Car si on appelle le premier membre P , et qu*on multiplie 
tous ses termes par a co^ 9 » qu'ensuite on change chaque 
produit de deux cosinus en cosinus d'arcs simples d'après 
la formule: 

Vk <:ojAco*B=cOf (A+B;)+cox(A— B) 
on aura 

aPçof9=;;;;^+aco^^9+ai<;oi49+;icoj^69M*«**+s^co^i4f+<7o^t5^ 



'4So mtiùonouàtuin. 

Or puisque 17 f ra too*, on a c&s m Ç sn co/(to</-^ iSf )» 
-^cos i5^f , ciw 4 9 S2= oo*(aoo'— x3 Çi)i= — €w i3 ç , et 
ainsi de suite jusqu*à cof 16 Ç'= — cof Ç. Donc 

aEcox^i-accwi5<p-acoji39-2co*nÇ,.*-accv3Ç-cof9 
oq o^Pcof f ;=; ; 4-çojÇ-- aP, ou aP {i-j-cos Ç) = i-f»cof Ç. 
PançP=i. 

Gela posé, je partage la somme des termes qm composent 
P en deux parties , savoir : 

a? = co j 3 Ç + coj 5 Ç + coj 7 9 + cos 1 1 ç 
y = cas <f + eos g^ + àas i%f + c6s i5f. 
J^aurai donc d'abord x+y=z^'j je multiplie ensuite les 
quatre termes de x par les quatre termes de 7 , et elian- 
geant les produits de cosinus en- cosinus d*arcs simples , 
j'obtiens , toutes réductions faites , 

K yzrz a (cof a Ç + cof 4 Ç + coj 6 Ç ..• + cox 16 9) 
ou ocy— — a(coj i5 Ç + C05 i3<f + cos 11^ ...+ cos ^) 
ou enfin a: j^ = — I. 
Au moyen de ces équations on trouve 

Maintenant si ^*on partage de nouveau les sommes xetf 
cjiacune en deux parties , savoir : 

j = coj3Ç+co^59 «^=<^o'?+^o^i5Ç 
f s=rco^7ÇH-cojiiÇ sr=co^99 + «vi5?, 
on trouvera semblablement ^ 

jf=— j ttzzz:— ^. 

De sorte qu'on pourra déterminer les quatre nombres s , ty 
u^z^ àTaide dedjeux nouvelles équations du seeofià degré. 

Enfin connaissant cos ç + cof 1 3 ç == w et coj ? co^ 1 3 ? 
=; \ (cos la ç + cof i4 ç) = -^~ (cos 3 ç + COJ 5 9) = — Y «, 
on obtiendra, par une quatrième équation diLsecond degréj, 
la valeur de cos 9 9 et de là celle du côté du polygone pro- 
posé , laquelle est a «Vi 9 ou av/(i — cos* 9)- 

Quant à la méthode qui a dirigé le partage de ces di- 
verses équations , elle tient à une théorie très - délicate , 
fondée sur Tandyse indéterminée 5 et dont il faut voir le 
déreloppement dan» Toutrage même â« Qm»$f ou dans 
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V Essai sur la théorie des nombres, deuxième édition. On y 
trouvera la démonstration complète de ce théorème très- 
beau et très-général : 

« Si le nombre n est premier , et que n -— i résulte du 

« produit des facteurs premiers a^ 3 5 , etc. la division 
« du cercle en n parties égales pourra toujours se réduire 
« à la résolution de a équations du deuxième degré , € du 
« troisième , y du cinquième , et ainsi de suite ». 



FIN. 
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